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Introduction
Depuis quelques anne´es, la performance des syste`mes d’acquisition et la taille grandissante des me´-
moires de stockage ont favorise´ la construction de grandes bases de donne´es, compose´es d’une collection
de signaux. Au vu de leurs tailles, on parle meˆme de masses de donne´es et leur exploitation poste´rieure
devient un proble`me crucial. Un des enjeux est de trouver l’information utile au sein d’une masse de
donne´es.
En exploration et analyse de donne´es, il existe plusieurs approches pour traiter ce proble`me. Les
donne´es acquises vivent souvent dans des espaces de grandes dimensions et sont souvent tre`s redondantes.
A l’inverse, l’information utile enfouie dans ces donne´es vit bien souvent dans des sous-espaces de petites
dimensions. Aussi, ces donne´es peuvent eˆtre repre´sente´es avec parcimonie, i.e. avec peu d’e´le´ments, a`
l’aide de composantes informatives se´lectionne´es parmi un ensemble de composantes apprises ad hoc.
Ainsi, le proble`me se divise donc en deux. Dans un premier temps, nous voulons apprendre ces
composantes informatives, futurs supports des repre´sentations. Il s’agit donc d’extraire sans a priori
de la base de donne´es les structures informatives, re´pe´titives et e´nerge´tiques. A l’inverse des me´thodes
d’analyse en composantes habituelles qui fournissent une base de l’espace (analyses en composantes
principales ou inde´pendantes), nous apprenons une base redondante de composantes appele´e dictionnaire.
Dans un deuxie`me temps, nous utilisons ces composantes apprises pour repre´senter chaque signal de la
base de donne´es. La repre´sentation parcimonieuse re´sultante a plusieurs avantages :
– elle permet de repre´senter de fac¸on optimale chaque signal graˆce a` un sous-ensemble spe´cifique
des composantes redondantes disponibles, cette souplesse de se´lection fournit une repre´sentation
adaptative ;
– elle permet de re´duire la taille des donne´es, avec un taux de fide´lite´/perte maˆıtrisable ;
– elle permet de pre´senter a` un utilisateur les donne´es e´tudie´es, en ne gardant que l’information utile
et ce, de manie`re condense´e.
L’inconve´nient des transforme´es classiques par rapport a` l’analyse sur composantes apprises est qu’elles
injectent des a priori via leurs composantes pre´de´finies analytiquement.
Dans cette the`se, nous e´tudierons des donne´es compose´es de signaux temporels multivarie´s. Ces
signaux re´sultent de l’acquisition simultane´e de plusieurs grandeurs, tels que des signaux e´lectroence´pha-
lographiques acquis par plusieurs e´lectrodes ou des signaux de mouvements 2D et 3D. Au lieu de traiter
inde´pendamment les signaux de chaque canal, ce qui est une perte d’information, l’approche multivarie´e
que nous introduisons prend en compte les liens entre les diffe´rents canaux. Ces donne´es de grandes
dimensions s’ave`rent eˆtre tre`s redondantes car des structures e´le´mentaires caracte´ristiques se re´pe`tent
au sein des donne´es, tre`s souvent a` un facteur d’e´chelle pre`s, a` une translation temporelle pre`s, a` une
rotation pre`s, etc. Cette redondance peut eˆtre surmonte´e au prix de l’ajout de degre´s de liberte´. Nous
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mettons en place une mode´lisation des signaux qui est invariante a` l’e´chelle, a` la translation temporelle
et a` la rotation. Ainsi, les composantes de repre´sentations, de petites dimensions et en nombre restreint,
sont de´multipliables en ge´ne´rant des re´pliques d’elles-meˆmes a` tous les facteurs d’e´chelle possibles, a`
toutes les translations temporelles et a` toutes les rotations possibles.
Dans un premier chapitre d’introduction, nous pre´senterons un e´tat de l’art sur les me´thodes d’ap-
proximation parcimonieuse `0 et `1 et d’apprentissage de dictionnaire, fournissant des repre´sentations
adapte´es parcimonieuses a` une base de donne´es. Le cas d’invariance par translation sera de´taille´ pour
l’e´tude poste´rieure de signaux temporels. Nous exposerons ensuite l’extension de ces me´thodes au mo-
de`le multivarie´ en Chapitre 2, en pre´cisant la diffe´rence avec le mode`le multicanal classiquement utilise´.
Nous en ferons l’illustration sur des donne´es e´lectroence´phalographiques en apprenant une repre´sentation
efficace et ayant une interpre´tation physiologique. En Chapitre 3, ces me´thodes seront e´tudie´es dans le
cadre particulier de l’alge`bre des quaternions qui permet de traiter des donne´es quadrivarie´es. A cause
de la non-commutativite´ des quaternions, deux mode`les line´aires seront propose´s en fonction de l’ordre
de la multiplication. Dans les Chapitres 4 et 5, nous de´taillerons comment obtenir des repre´sentations
parcimonieuses invariantes par rotation 2D et 3D. Les me´thodes de repre´sentations parcimonieuses se-
ront donc spe´cifie´es pour re´soudre ces deux proble`mes. Ces me´thodes seront ensuite illustre´es sur des
signaux d’e´criture manuscrite en 2D et des signaux de Langage Parle´ Comple´te´ en 3D. Si les repre´sen-
tations invariantes sont utiles pour surmonter la redondance des donne´es, elles sont indispensables pour
des taˆches de haut niveau comme la classification. Le Chapitre 6 s’inte´ressera a` la classification adapte´e
a` de telles repre´sentations et a` l’ame´lioration possible de cette classification.
Chapitre 1
Repre´sentations parcimonieuses
Introduction
Choisir la bonne repre´sentation des donne´es est devenu un proble`me crucial au vu de la taille gran-
dissante des bases de donne´es, acquises dans des espaces de grandes dimensions. L’information utile
enfouie dans ces donne´es vit bien souvent dans des sous-espaces de petites dimensions. Les me´thodes de
repre´sentations adaptatives, alliant redondance et parcimonie, fournissent cette repre´sentation efficace.
Dans ce chapitre, nous ferons l’e´tat de l’art me´thodologique sur les repre´sentations parcimonieuses.
Nous expliquerons la de´composition d’un signal sur un dictionnaire redondant, puis la fac¸on d’estimer les
coefficients de de´composition par approximation parcimonieuse, et enfin l’apprentissage de dictionnaire
qui permet d’infe´rer le dictionnaire le mieux adapte´ aux donne´es.
1.1 De´composition d’un signal sur un dictionnaire
Dans cette section, nous conside´rons des signaux issus d’une base de donne´es et nous nous inte´ressons
a` la manie`re de les analyser de fac¸on pertinente.
1.1.1 De´composition line´aire
Pour traiter des signaux dans un espace de Hilbert, nous de´finissons le produit scalaire entre deux
signaux a et b ∈ RN comme 〈a, b〉 = bTa, avec (.)T repre´sentant l’ope´rateur transpose´. La norme `2
associe´e est note´e ‖.‖2, et plus ge´ne´ralement la norme `s est note´e ‖a‖ss =
∑N
n=1 |an|s. Dans le cas
matriciel, 〈A,B〉 = Tr(BTA), avec la norme de Frobenius associe´e note´e ‖.‖F .
Nous conside´rons un signal y ∈ RN compose´ de N e´chantillons temporels et une matrice Φ ∈ RN×M
compose´e de M colonnes appele´es atomes {φm}Mm=1 (ou encore vecteurs, fonctions). La de´composition
line´aire du signal y sur Φ s’e´crit :
y = Φx+  , (1.1)
=
M∑
m=1
φmxm +  , (1.2)
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avec x ∈ RM le vecteur de coefficients (ou d’activations), et  ∈ RN l’erreur re´siduelle. Dans ce mode`le,
le signal y est la combinaison line´aire (i.e. la somme ponde´re´e) des atomes de Φ. L’approximation de y
est note´e yˆ = Φx.
Nous de´finissons quelques outils utiles pour la suite. Le support du vecteur x est de´fini par :
support(x) = {m ∈ NM : xm 6= 0}. Le support re´sume donc les coefficients non nuls de x. La cohe´-
rence mutuelle d’un dictionnaire Φ est de´finie comme la valeur absolue maximale des produits scalaires
entre atomes : µΦ = maxi 6=j
∣∣ 〈φi, φj〉 /(‖φi‖2 ‖φj‖2) ∣∣. Cette valeur sert a` caracte´riser le dictionnaire
comme nous le verrons ulte´rieurement. Par la suite, le dictionnaire sera ge´ne´ralement conside´re´ norme´,
i.e. chaque atome est de norme e´gale a` 1.
1.1.2 Analyse en composantes
Diffe´rentes fac¸ons existent pour analyser un ensemble de donne´es compose´ de P signaux. Ces tech-
niques sont regroupe´es sous le nom d’Analyse en Composantes, ou` composantes est synonyme d’atomes.
Analyse en Composantes Principales
L’Analyse en Composantes Principales [CJ10], en anglais Principal Component Analysis (PCA), est
tre`s employe´e pour obtenir une base adapte´e apprise a` partir des donne´es, et faire de la re´duction de di-
mension. Les vecteurs appris sont appele´s composantes principales et expliquent le maximum de variance
des donne´es. Ce sont les vecteurs propres de la matrice de covariance centre´e, et ils sont orthogonaux.
L’inconve´nient majeur est que la PCA met un a priori Gaussien sur la densite´ de distribution des
donne´es.
(a) Composantes de la PCA. (b) Composantes de l’ICA.
Fig. 1.1 – Illustration de donne´es distribue´es en V (distribution non Gaussienne) dans le cas N = 2 (points
bleus) et les composantes apprises par la PCA (a) et par l’ICA (b) (vecteurs noirs).
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L’Analyse en Composantes Inde´pendantes [Com94, CJ10], en anglais Independent Component Ana-
lysis (ICA), permet d’obtenir des composantes non-orthogonales, ce qui est plus inte´ressant quand les
donne´es ne sont pas distribue´es de fac¸on Gaussienne. Elle est tre`s employe´e quand les signaux sont mu-
tuellement inde´pendants, comme dans la se´paration de sources. Elle a e´te´ applique´e a` de multiples types
de signaux [HO00], comme les signaux e´lectroence´phalographiques [JMH+00], e´lectrocardiographiques
[SJS08] ou les ondes sismiques [VML04].
La Fig. 1.1 montre un exemple de donne´es de distribution non Gaussienne (en V), avec P = 200
signaux y ∈ RN et avec N = 2. Les vecteurs de la PCA pointent dans des directions sur lesquelles il n’y
a que tre`s peu de signaux, ce qui signifie que la distribution des donne´es est mal estime´e. Au contraire,
les vecteurs de l’ICA pointent sur les re´gions de hautes densite´s de l’espace de donne´es. Dans ces deux
cas, le nombre de vecteurs obtenus M est e´gal a` la dimension N des signaux. Les vecteurs forment donc
une base Φ ∈ RN×N qui ge´ne`re l’espace RN , ce qui est suffisant pour repre´senter les donne´es. Mais cette
proprie´te´ posse`de aussi des inconve´nients.
La Fig. 1.2 donne un exemple de cette limitation avec des donne´es distribue´es de fac¸on tri-axiale,
avec P = 300 signaux et N = 2. Dans ce cas, les vecteurs de l’ICA ne sont pas pertinents : meˆme
s’il est possible de repre´senter les donne´es par une combinaison line´aire des M = 2 vecteurs, cette
repre´sentation n’est pas simple du point de vue des coefficients. De plus, les vecteurs souffrent d’un
manque de signification par rapport aux donne´es.
(a) Composantes de l’ICA. (b) Composantes de la SCA.
Fig. 1.2 – Illustration de donne´es distribue´es de fac¸on tri-axiale dans le casN = 2 (points bleus) et les composantes
apprises par l’ICA (a) et par la SCA (b) (vecteurs noirs).
Analyse en Composantes Parcimonieuses
L’Analyse en Composantes Parcimonieuses [LS98], en anglais Sparse Component Analysis (SCA),
repose sur deux principes : la redondance et la parcimonie. D’une part, la matrice Φ contient plus de
composantes que la taille de l’espace, i.e. M ≥ N . Cette base redondante Φ ∈ RN×M est appele´e
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dictionnaire [Mal09]. L’avantage de cette redondance est la flexibilite´ et la finesse des repre´sentations
issues de ce dictionnaire : plusieurs vecteurs proches pourront de´crire les nuances d’un meˆme phe´nome`ne.
L’inconve´nient est que plusieurs solutions sont possibles pour re´soudre le syste`me sous-de´termine´ (1.2).
D’autre part, la parcimonie (sparsity en anglais) consiste a` expliquer un phe´nome`ne avec le minimum de
causes e´le´mentaires. Elle a pour conse´quence de se´lectionner les e´le´ments les plus pertinents parmi une
multitude. Ainsi, dans la SCA, la parcimonie et la redondance sont comple´mentaires. L’alliance des deux
assure une repre´sentation simple et efficace : la parcimonie se´lectionne les vecteurs optimaux parmi le
dictionnaire pour avoir la meilleure repre´sentation. Au final, l’information utile est condense´e en quelques
e´le´ments choisis ad hoc, de fac¸on a` ce que la repre´sentation soit a` la fois compacte et fide`le aux donne´es.
Sur la Fig. 1.2, graˆce a` sa redondance, la SCA fournit M = 3 composantes pour repre´senter effica-
cement les donne´es. En fonction du signal a` analyser, la parcimonie choisira un seul des trois vecteurs
du dictionnaire : chaque signal sera donc toujours de´compose´ sur un seul vecteur. La flexibilite´ de la
repre´sentation lui confe`re sa simplicite´ et donc sa pertinence : on parle ainsi de repre´sentation adaptative.
Nous pouvons e´tablir une comparaison entre un dictionnaire d’atomes et une caisse a` outils. Si la
caisse est redondante, nous aurons a` disposition de multiples outils : plusieurs tournevis, des cle´s Allen,
des cle´s plates de diffe´rentes tailles, plusieurs pinces, etc. Pour serrer un e´crou de 9, nous trouverons dans
la caisse une cle´ ade´quate ; s’il faut en serrer un de 10, nous prendrons la cle´ de la taille au-dessus. En
revanche, si la caisse comporte peu d’outils et/ou mal adapte´s, nous serons contraints de serrer l’e´crou de
9 avec une cle´ de 10, voire avec une pince. Pour filer la me´taphore, nous pouvons dire que le dictionnaire
est la caisse a` outils du traiteur de signal : c’est graˆce aux outils contenus dedans (les atomes) qu’il
pourra analyser les signaux.
Enfin, nous noterons que la de´finition de dictionnaire est plus souple que celle de trame (ou frame en
anglais). Si le dictionnaire est seulement une collection redondante d’atomes, la trame est ne´cessairement
de rang plein, i.e. rang(Φ) = N [Mal09].
1.1.3 Cas particulier de redondance : l’invariance par translation
La premie`re forme de redondance que nous e´tudierons dans cette the`se de´coule du mode`le invariant
par translation, tre`s utilise´ pour l’analyse de signaux temps-se´ries.
Les signaux temps-se´ries sont compose´s d’une suite de valeurs repre´sentant l’e´volution temporelle
d’une ou plusieurs quantite´s, comme les signaux audio [SL06, BD06], vide´o [Ols01] et audio-visuels
[MJV+07, MVS09], les signaux e´lectroence´phalographiques [JVLG05], les signaux e´lectrocardiographiques
[MGB+09], etc. Dans ce cadre, nous cherchons a` ce que l’analyse effectue´e soit invariante a` la translation
temporelle, en anglais shift-invariance (SI), time-invariance ou translation-invariance. Nous voulons de´-
composer avec parcimonie le signal temporel y comme la somme de quelques structures courtes, appele´es
noyaux, qui sont caracte´rise´es inde´pendamment de leurs positions temporelles. Ces noyaux forment un
dictionnaire compact Ψ et, de plus, ce mode`le e´vite les effets de bloc pour l’analyse de signaux de large
pe´riode [LS99, SL05a]. Dans [Blu05, Chap. 3], Blumensath distingue deux approches :
– le cas invariant par translation (shift-invariant) : si y(t) 7→ x(t), alors y(t+ t0) 7→ x(t+ t0),
– le cas consistant par translation (shift-consistent) : si y(t) 7→ x(t), alors y(t+ t0) 7→ x(t),
avec y(t) et y(t+ t0) ne repre´sentant pas des e´chantillons, mais le signal y et sa version translate´e de t0
e´chantillons. On parle aussi de de´calage ou de retard.
7Ψ =

ψ1 =

0
♣1
♣2
♣3
0

, ψ2 =

0
♦1
♦2
♦3
♦4
♦5
0

, ψ3 =

0
♠1
♠2
♠3
♠4
0


Fig. 1.3 – Exemple d’un dictionnaire de noyaux Ψ, avec L = 3.
Φ =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
♣1 0 0 0 0 ♦1 0 0 ♠1 0 0
♣2 ♣1 0 0 0 ♦2 0 0 ♠2 0 0
♣3 ♣2 ♣1 0 0 ♦3 0 0 ♠3 0 0
0 ♣3 ♣2 0 0 ♦4 0 0 ♠4 0 0
0 0 ♣3 0 0 ♦5 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
0 0 0 0 0 0 ♦1 0 0 ♠1 0
0 0 0 ♣1 0 0 ♦2 0 0 ♠2 0
0 0 0 ♣2 0 0 ♦3 0 0 ♠3 0
0 0 0 ♣3 0 0 ♦4 0 0 ♠4 0
0 0 0 0 0 0 ♦5 0 0 0 0
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
0 0 0 0 0 0 0 ♦2 0 0 ♠1
0 0 0 0 ♣1 0 0 ♦3 0 0 ♠2
0 0 0 0 ♣2 0 0 ♦4 0 0 ♠3
0 0 0 0 ♣3 0 0 ♦5 0 0 ♠4
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Fig. 1.4 – Exemple du dictionnaire d’atomes Φ ∈ RN×M ge´ne´re´, graˆce au mode`le d’invariance par translation,
a` partir du dictionnaire de noyaux Ψ repre´sente´ en Fig. 1.3.
Les L  M noyaux translatables (aussi appele´s fonctions ge´ne´ratrices ou me`res) du dictionnaire Ψ
sont re´plique´s a` tous les e´chantillons pour fournir lesM atomes (appele´s fonctions de base) du dictionnaire
Φ. Les N e´chantillons du signal y, le re´sidu , et les atomes φm sont indexe´s par la variable t. Les noyaux
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{ψl}Ll=1 peuvent avoir des longueurs temporelles diffe´rentes note´es {Tl}Ll=1. Le noyau ψl(t) est translate´
a` l’e´chantillon τ pour ge´ne´rer l’atome ψl(t− τ) : une comple´tion de ze´ros est effectue´e pour qu’il ait N
e´chantillons. Le sous-ensemble σl ⊂ N collecte toutes les translations actives τ du noyau ψl(t). Pour les
quelques noyaux qui ge´ne`rent tous les atomes, l’Eq. (1.2) devient :
y(t) =
M∑
m=1
xmφm(t) + (t) (1.3)
=
L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τψl(t− τ) + (t) . (1.4)
Ainsi, le signal y est vu comme la somme de quelques noyaux translatables ψl. Cette repre´sentation est
a` la fois invariante par translation temporelle, mais aussi invariante a` l’e´chelle graˆce aux coefficients.
En raison de ce mode`le invariant par translation, le dictionnaire d’atomes Φ est dit convolutif. Il
est de´sormais la concate´nation de L matrices de Toeplitz [PABD06, BD06], et il est L fois surcom-
plet/redondant. En re´sume´, avec ce mode`le de repre´sentation invariante par translation temporelle,
chaque noyau est potentiellement de´multiplie´ en une famille d’atomes translate´s a` tous les e´chantillons.
Ainsi, le dictionnaire de noyaux invariants ge´ne`re un dictionnaire d’atomes tre`s redondant, qui est donc
ide´al pour repre´senter les donne´es e´tudie´es redondantes.
Ce mode`le est illustre´ en Fig. 1.3 et 1.4. Un dictionnaire Ψ de L = 3 noyaux est affiche´ en Fig. 1.3. Les
noyaux sont compose´s des symboles ♣., ♦. et ♠. qui repre´sentent des valeurs re´elles. Dans cet exemple,
la longueur du noyau ψ1 est T1 = 5, celle du noyau ψ2 est T2 = 7 et celle du noyau ψ3 est T3 = 6.
Comme illustre´ en Fig. 1.4, le dictionnaire d’atomes Φ ∈ RN×M est ge´ne´re´, graˆce au mode`le d’invariance
par translation, a` partir du dictionnaire de noyaux translatables Ψ. De plus, aux effets de bords pre`s,
nous avons M ≈ L×N . Remarquons qu’il est pre´fe´rable d’avoir des noyaux a` bords nuls pour e´viter les
discontinuite´s dans les de´compositions re´alise´es avec ce dictionnaire.
1.2 Approximation parcimonieuse
Nous nous inte´ressons a` l’estimation des coefficients x pour un dictionnaire Φ donne´. Comme le
dictionnaire est redondant (M > N), le syste`me line´aire (1.1) est sous-de´termine´ et posse`de de multiples
solutions. L’introduction de contraintes sur le vecteur x telles que la positivite´, la parcimonie, etc. permet
de re´gulariser la solution. Dans cette the`se, nous nous inte´resserons a` la contrainte de parcimonie qui est
la cle´ de l’Analyse en Composantes Parcimonieuses introduite en Section 1.1.2.
L’approximation parcimonieuse (sparse approximation en anglais) est donc l’approche transformant
une de´composition line´aire basique, comme illustre´e en Fig. 1.5(a), en une de´composition line´aire parci-
monieuse, comme illustre´e en Fig. 1.5(b), ou` seuls quelques coefficients sont non nuls.
1.2.1 Formulations de l’approximation parcimonieuse
La pseudo-norme `0 est utilise´e pour formaliser la parcimonie du vecteur de coefficients x : ‖x‖0 est
de´fini comme le cardinal du support de x, i.e. le nombre d’e´le´ments non nuls de x. La de´composition du
signal y sous contrainte de parcimonie s’e´crit :
minx ‖x‖0 t.q. ‖ y − Φx ‖22 ≤ ξ0 , (1.5)
9(a) y = Φx+ . (b) y = Φx+  avec x parcimonieux.
Fig. 1.5 – Illustration des de´compositions line´aires, basique (a) et avec contrainte de parcimonie (b).
avec ξ0 une constante. La formulation (1.5) posse`de :
– un terme de minimisation pour obtenir le vecteur x le plus parcimonieux,
– et un terme quadratique d’attache aux donne´es.
En ge´ne´ral, trouver la solution la plus parcimonieuse au proble`me (1.5) est NP-difficile 1 [Dav94]. Ce
proble`me peut eˆtre reformule´ en une version contrainte des moindres carre´s :
minx ‖ y − Φx ‖22 t.q. ‖x‖0 ≤ K , (1.6)
avec K la constante de parcimonie. Les algorithmes de poursuite `0 (cf. Section 1.2.4) re´solvent le
proble`me (1.6) se´quentiellement en incre´mentant la valeur K ite´rativement. Cependant, cette optimisa-
tion est non-convexe : la solution obtenue peut correspondre a` un minimum local. Parmi les multiples
poursuites `0, nous mentionnons le Matching Pursuit (MP) propose´ par Mallat et Zhang [MZ93] et
l’Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [PRK93] qui seront e´tudie´s plus particulie`rement dans cette the`se.
Leurs solutions sont sous-optimales parce que l’identification du support n’est pas garantie, spe´cialement
pour une forte cohe´rence du dictionnaire µΦ (cf. Section 1.4.1). Cependant, elles sont rapides pour la
recherche de tre`s peu de coefficients [Tro04].
Une autre approche consiste a` relaxer le terme de parcimonie de pseudo-norme `0 en une norme `1.
Le proble`me re´sultant est appele´ Basis Pursuit Denoising [CDS98] :
minx ‖x‖1 t.q. ‖ y − Φx ‖22 ≤ ξ1 , (1.7)
avec ξ1 une constante. Ce proble`me est une optimisation convexe avec un unique minimum, ce qui est
un avantage par rapport aux algorithmes de poursuites `0. Sous certaines conditions strictes [BDE09], la
solution peut eˆtre e´quivalente au proble`me `0 (cf. Section 1.4.1) et elle est optimale. Le proble`me (1.7)
peut eˆtre reformule´ par le Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO) [Tib96] :
minx ‖ y − Φx ‖22 t.q. ‖x‖1 ≤ K1 , (1.8)
ou encore a` l’aide du Lagrangien :
minx ‖ y − Φx ‖22 + λ ‖x‖1 . (1.9)
Ces trois formulations sont e´quivalentes pour des valeurs de parame`tres bien choisies. Diffe´rents algo-
rithmes pour re´soudre ces proble`mes sont revus en Section 1.2.4. Cependant, une forte cohe´rence µΦ ne
peut pas assurer que ces algorithmes identifieront le support optimal x [BDE09] et, quand c’est le cas,
la convergence peut eˆtre tre`s lente.
1. En anglais, NP-hard pour non-deterministic polynomial-time hard.
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1.2.2 Pre´sentation MP et OMP
Dans ce paragraphe, l’OMP [PRK93] est explique´ pas a` pas, et le MP [MZ93] est montre´ comme
une restriction sous-optimale de l’OMP. Etant donne´ un dictionnaire redondant Φ, l’OMP produit une
approximation parcimonieuse du signal y, comme de´crit par l’Algorithme 1. Il re´sout le proble`me des
moindres carre´s (1.6) sur un sous-espace poursuivi par une se´lection ite´rative des atomes. Cet algorithme,
pre´sente´ ici dans le cas re´el, a e´te´ introduit directement en complexe par Pati et al. [PRK93].
Apre`s l’initialisation du re´sidu courant sur le signal d’entre´e (e´tape 1), a` l’ite´ration courante k, l’OMP
se´lectionne l’atome qui produit la plus forte de´croissance (en valeur absolue) de l’erreur quadratique
moyenne
∥∥k−1∥∥2
2
. En notant k−1 = xmφm + k, nous avons :
∂
∥∥ k−1 ∥∥2
2
∂xm
= 2 φm
T k−1 = 2
〈
k−1, φm
〉
, (1.10)
avec l’erreur k orthogonale aux atomes se´lectionne´s. Ainsi, ce crite`re est e´quivalent a` trouver l’atome le
plus corre´le´ au re´sidu. Pour cela, le produit scalaire entre le re´sidu k−1 et chaque atome φm est calcule´
(e´tape 4). Ensuite, le maximum des valeurs absolues est recherche´ (e´tape 6) pour se´lectionner l’atome
optimal de l’ite´ration courante, note´ φmk .
Un dictionnaire actif Dk ∈ RN×k est forme´, collectant les k atomes se´lectionne´s (e´tape 7). Les
coefficients xk sont calcule´s via la projection orthogonale de y sur le sous-espace se´lectionne´ Dk (e´tape
8) :
xk = arg minx
∥∥∥ y −Dkx ∥∥∥2
2
. (1.11)
Ce calcul est souvent effectue´ re´cursivement par diffe´rentes me´thodes, utilisant la valeur du produit
scalaire courant Ck
mk
: par la factorisation QR [DMZ94], par la factorisation de Cholesky [CARKD99],
ou par l’inversion matricielle par bloc [PRK93]. Le vecteur de coefficients obtenu xk = [xm1 ; xm2 ... xmk ]
est donc re´duit a` ces coefficients actifs (i.e. non nuls). Nous noterons [ ; ] la concate´nation verticale, et
[ , ] la concate´nation horizontale.
Algorithm 1 : x = OMP (y,Φ)
1: initialisation : k = 1, 0 =y, dictionnaire D0 =∅
2: repeat
3: for m← 1,M do
4: Produits scalaires : Ckm ←
〈
k−1, φm
〉
5: end for
6: Se´lection : mk ← arg maxm
∣∣ Ckm ∣∣
7: Dictionnaire actif : Dk ← [Dk−1, φmk ]
8: Coefficients actifs : xk ← arg minx
∥∥ y −Dkx ∥∥2
2
9: Re´sidu : k ← y −Dkxk
10: k ← k + 1
11: until crite`re d’arreˆt
Diffe´rents crite`res d’arreˆt (e´tape 11) peuvent eˆtre utilise´s : un seuillage sur la valeur k de l’ite´ration
en cours, un seuillage sur la rMSE
∥∥k∥∥2
2
/ ‖y‖22, ou un seuillage sur la de´croissance de la rMSE. A la fin,
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l’OMP fournit une approximation K-parcimonieuse du signal y :
yˆK =
K∑
k=1
xmk φmk . (1.12)
La convergence de l’OMP est de´montre´e dans [PRK93], et ses proprie´te´s d’identification de support
sont analyse´es dans [DVT96, Tro04]. Pour des applications temps-re´el, l’OMP est un excellent compromis
entre temps de calcul et performances [Tro04].
La diffe´rence essentielle entre le MP et l’OMP est le calcul des coefficients : dans le MP de´crit dans
l’Algorithme 2, ils sont calcule´s comme e´tant la valeur de la corre´lation optimale Ck
mk
, i.e. celle dont la
valeur absolue est maximale. Cette fac¸on plus rapide est cependant sous-optimale quand les atomes ne
sont pas orthogonaux (incluant les cas de recouvrements d’atomes du dictionnaire actif, i.e. quand leurs
supports sont communs). Dans ces cas, la solution x obtenue n’est pas celle des moindres carre´s. Cela a
aussi pour conse´quence de modifier la se´lection des atomes actifs lors des ite´rations internes.
Algorithm 2 : x = MP (y,Φ)
1: initialisation : k = 1, 0 =y, dictionnaire D0 =∅
2: repeat
3: for m← 1,M do
4: Produits scalaires : Ckm ←
〈
k−1, φm
〉
5: end for
6: Se´lection : mk ← arg maxm
∣∣ Ckm ∣∣
7: Dictionnaire actif : Dk ← [Dk−1, φmk ]
8: Coefficients actifs : xk ← [ xk−1;Ck
mk
]
9: Re´sidu : k ← k−1 − Ck
mk
φmk
10: k ← k + 1
11: until crite`re d’arreˆt
1.2.3 OMP dans le cas d’invariance par translation
Pour de´composer des signaux temporels, nous e´tudions le cas d’invariance par translation et nous
de´taillons les e´tapes de l’OMP qui changent par rapport au cas classique de´crit dans l’Algorithme 1. En
re´-e´crivant le proble`me e´tudie´ dans le formalisme invariant par translation, nous avons :
minx
∥∥∥∥∥ y(t)−
L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τψl(t− τ)
∥∥∥∥∥
2
2
t.q. ‖x‖0 ≤ K . (1.13)
Dans l’e´tape 4 de l’Algorithme 3, le produit scalaire entre le re´sidu et chaque atome φm est maintenant
remplace´ par la corre´lation entre le re´sidu et chaque noyau ψl, ge´ne´ralement calcule´e par transforme´e de
Fourier rapide. La corre´lation non-circulaire Γ ∈ RN1+N2−1 entre les signaux y1(t) ∈ RN1 et y2(t) ∈ RN2
est de´finie par :
Γ {y1, y2} (τ) = 〈y1(t), y2(t− τ)〉 = y2T (t− τ) y1(t) . (1.14)
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L’e´tape 6 se´lectionne l’atome optimal, caracte´rise´ par son indice de noyau lk et sa position temporelle
τk. Les coefficients xk =
[
xl1,τ1 ;xl2,τ2 ... xlk,τk
]
sont obtenus par projection orthogonale de y sur le
dictionnaire actif Dk. A la fin, l’approximation K-parcimonieuse (1.12) devient :
yˆK(t) =
K∑
k=1
xlk,τk ψlk(t− τk) . (1.15)
Algorithm 3 : x = OMP (y,Ψ)
1: initialisation : k = 1, 0 =y, dictionnaire D0 =∅
2: repeat
3: for l← 1, L do
4: Corre´lations : Ckl (τ)← Γ
{
k−1, ψl
}
(τ)
5: end for
6: Se´lection : (lk, τk)← arg max l,τ
∣∣ Ckl (τ) ∣∣
7: Dictionnaire actif : Dk ← [Dk−1, ψlk(t− τk) ]
8: Coefficients actifs : xk ← arg minx
∥∥ y −Dkx ∥∥2
2
9: Re´sidu : k ← y −Dkxk
10: k ← k + 1
11: until crite`re d’arreˆt
Dans le cas de l’invariance par translation, les coefficients
{
xlk,τk
}K
k=1
de la de´composition K-
parcimonieuse sont pre´sente´s a` l’aide d’un spikegramme 2 [SL05a]. Il s’agit d’une repre´sentation temps-
noyaux, ge´ne´ralisant la repre´sentation temps-fre´quence donne´e par un spectrogramme (ou` les noyaux
sont des atomes de Fourier). Pour chacun des K atomes actifs se´lectionne´s, le spikegramme condense
trois informations :
– la position temporelle τk en abscisse,
– l’indice de noyaux lk en ordonne´e,
– l’amplitude du coefficient xlk,τk en e´chelle de couleur.
Ce type de repre´sentation fournit une excellente visualisation de la de´composition parcimonieuse du
signal e´tudie´.
Fig. 1.6 – Exemple d’un dictionnaire Ψ compose´ de L = 3 noyaux.
2. Version francise´e de spikegram signifiant diagramme d’impulsions.
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Pour illustrer cela, nous fabriquons un dictionnaire de synthe`se Ψ compose´ de L = 3 noyaux et
repre´sente´ en Fig. 1.6. Si les signaux sont de´finis verticalement dans les e´quations, nous les affichons
horizontalement sur les figures. La Fig. 1.7 illustre un exemple de spikegramme utilise´ avec le dictionnaire
de synthe`se et K = 5 atomes se´lectionne´s sur un signal de N = 256 e´chantillons. Les atomes actifs sont
de´finis aux e´chantillons σ1 = {10; 150}, σ2 = {180} et σ3 = {70; 100}. Le signal original y est repre´sente´
en (a), les contributions du noyau ψ1 en (b) avec les coefficients x1,10 = 3 et x1,150 = −3, la contribution
du noyau ψ2 en (c) avec le x2,180 = 1, les contributions du noyau ψ3 en (d) avec les coefficients x3,70 = 1
et x3,100 = 1, l’approximation yˆ
K et le re´sidu  en (e). Tout en bas, le spikegramme affiche l’amplitude
de chaque coefficient en fonction de la position temporelle et de l’indice de noyaux. Remarquons que le
spike est situe´ au de´but du noyau, alors que certaines repre´sentations le situe au centre. Cet outil fournit
une visualisation condense´e des contributions des diffe´rents noyaux pour l’approximation parcimonieuse
du signal e´tudie´.
Fig. 1.7 – Illustration de la repre´sentation temps-noyaux sur un exemple avec le dictionnaire de la Fig. 1.6 et avec
K = 5 atomes actifs se´lectionne´s sur un signal de N = 256 e´chantillons. Le signal original y est repre´sente´ en (a), les
contributions du noyau ψ1 en (b) avec les coefficients x1,10 = 3 et x1,150 = −3, la contribution du noyau ψ2 en (c)
avec le x2,180 = 1, les contributions du noyau ψ3 en (d) avec les coefficients x3,70 = 1 et x3,100 = 1, l’approximation
yˆK et le re´sidu  en (e). Tout en bas, le spikegramme : l’amplitude (e´chelle de couleur) de chaque coefficient xlk,τk
est affiche´e en fonction de la position temporelle τk (abscisse) et de l’indice de noyaux lk (ordonne´e).
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1.2.4 Autres algorithmes d’approximation parcimonieuse
Il existe de multiples me´thodes d’approximation parcimonieuse, avec de nombreuses reprises et ame´-
liorations : les articles de Bruckstein et al [BDE09] et de Tropp et Wright [TW10] en font une excellente
revue. Nous ne citerons ici que les principales me´thodes.
Me´thodes `0
De nombreuses ame´liorations et extensions de l’OMP ont eu lieu pour re´soudre le proble`me (1.6).
Ces me´thodes sont dites gloutonnes, car elles recherchent des minima successifs en espe´rant atteindre le
minimum global. Ge´ne´ralement tre`s rapides, elles ont le risque d’eˆtre bloque´es dans un minimum local.
L’algorithme Orthogonal Least-Squares (OLS) [CBL89, CW95] est plus performant que l’OMP car il
se´lectionne l’atome qui produit la plus forte de´croissance de
∥∥k∥∥2
2
et non de
∥∥k−1∥∥2
2
(cf. Section 1.2.2). Il
a e´te´ rede´couvert sous de multiples noms tels que Order Recursive MP (ORMP) [CARKD99], Optimized
OMP (OOMP) [RNL02], pre-fitting OMP [VB02] et l’article [BD07] le`ve les multiples confusions entre
ces deux algorithmes. Notons que l’algorithme Single Best Replacement (SBR) [SIBD11] propose une
extension forward-backward de l’OLS, i.e. que les atomes peuvent eˆtre ajoute´s (e´tape avant ou forward)
mais aussi retire´s (e´tape arrie`re ou backward).
Une nouvelle ge´ne´ration d’algorithmes effectue une se´lection, non plus ite´rative, mais simultane´e
des K atomes. Le Stagewise OMP (StOMP) [DTDS06] se´lectionne plusieurs atomes a` chaque ite´ration
graˆce a` un seuillage en valeur des corre´lations (la valeur du seuil de´pendant de la norme du re´sidu).
Le Regularized OMP (ROMP) [NV09], proche du StOMP, se´lectionne plusieurs atomes puis en rejette
certains de telle sorte que les coefficients garde´s ne diffe`rent pas plus que d’un facteur 2. Le Subspace
Pursuit [DM09] ou le CoSaMP [NT09] re´e´valuent a` chaque ite´ration les K atomes candidats en rejettant
ceux qui ne sont pas optimaux : le sous-espace poursuivi est donc remis inte´gralement en doute a` chaque
ite´ration. Cette approche est ame´liore´e par le Two Stage Thresholding [MD10] qui s’affranchit notamment
du choix de l’hyperparame`tre K.
D’autres approches `0 existent comme le Iterative Hard Thresholding (IHT) [BD09, BD10] qui ef-
fectue un seuillage dur ite´ratif (i.e. base´ sur le cardinal) pour se´lectionner simultane´ment les K atomes
optimaux. Il est tre`s rapide car il ne posse`de pas d’e´tape de projection orthogonale. Le Gradient Pursuit
[BD08] effectue la meˆme se´lection que l’OMP, mais la solution des moindres carre´s est calcule´e de fac¸on
approche´e par descente de gradient (directions conjugue´es). Cet algorithme acce´le`re le temps de calcul
mais les performances sont de´grade´es. Enfin, la me´thode `0 lisse´e (SL0) [MBZJ09] approche la contrainte
`0 par une fonction continue parame´tre´e. Au cours des ite´rations, le parame`tre e´volue vers 0, ce qui fait
tendre la fonction vers un pic qui produit l’approximation `0.
Me´thodes `1
Le Basis Pursuit Denoising [CDS98] autorise l’utilisation de la programmation line´aire pour re´soudre
le proble`me (1.9) via les algorithmes du Simplex ou de point inte´rieur. Diffe´rentes me´thodes a` base
de point inte´rieur sont employe´es, utilisant les e´quations primal-dual [CDS98, Sau02], l’optimisation
quadratique [KKL+07] ou encore la reformulation du proble`me (1.7) en programmation sur un coˆne de
second ordre [CR05]. Ces me´thodes sont re´pute´es eˆtre robustes mais lentes.
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L’homotopie [OPT00, MCW05] re´sout le proble`me (1.9) : en utilisant la transformation homotopique
de la norme `2 vers la norme `1 selon le parame`tre λ, elle fait varier ce parame`tre λ de l’infini a` 0
en construisant un chemin line´aire par morceau. On entend par chemin de re´gularisation l’ensemble
des solutions x d’un proble`me pe´nalise´ en fonction de la valeur du parame`tre de re´gularisation, soit
x(λ). Alors que l’homotopie est une me´thode forward-backward aussi appele´e LARS, le Least Angle
Regression (LAR) [EHJT04] est seulement une version forward qui recrute les atomes de sorte qu’ils
soient e´quicorre´le´s au re´sidu. Les liens entre l’homotopie, le LAR et l’OMP sont discute´s dans [DT08].
Les me´thodes a` base de seuillage doux du gradient de 1er ordre re´solvent ite´rativement le pro-
ble`me (1.9). Cette approche est appele´e Iterative Shrinkage Tresholding (IST) [DDDM04] ou splitting
operator [CW05]. Il existe de nombreuses ame´liorations comme le Two-Step IST (TwIST) [BDF07]
qui prend en compte les valeurs des deux dernie`res ite´rations, le Gradient Projection for Sparse Re-
construction (GPSR) [FNW07] qui applique un gradient projete´ sur une formulation quadratique du
proble`me (1.9) obtenue en se´parant la norme `1 en deux parties (positive et ne´gative), le Fixed-Point
Continuation (FPC) [HYZ08] qui acce´le`re l’IST en e´vitant les de´marrages a` froid du parame`tre de re´-
gularisation, et le Sparse Reconstruction by Separable Approximation (SpaRSA) [WNF09] qui ge´ne´ralise
et acce´le`re l’IST notamment graˆce a` une variante de Barzilai-Borwein pour le choix du pas de descente
de gradient. D’autres approches re´centes optimisent la vitesse de convergence a` l’aide du gradient de
Nesterov [BT09, BBC11].
Certaines me´thodes introduisent des coefficients de ponde´ration, comme le Iterative Reweighted Least-
Squares (IRLS) [YBW85] connu aussi sous le nom de FOCUSS [GR97, RKD99] ou encore le Iterative
Reweighted `1-Minimization (IR`1) [CWB08]. D’autres approches existent comme le Block Coordinate
Relaxation (BCR) [SBT00] qui effectue une IST sur des sous-dictionnaires, le Parallel Coordinate Descent
[Ela06] qui paralle´lise les mises a` jour individuelles scalaires des coefficients, ou encore la me´thode des
directions alterne´es (ADM) [YZ11, NWY11] qui effectue une optimisation alterne´e des variables primales
et duales du Lagrangien e´tendu.
Autres me´thodes
Il existe d’autres formes de re´gularisation tre`s utilise´es en traitement du signal et en statistique. La
me´thode elastic-net [Zou05] est un compromis entre une pe´nalite´ `1 et une pe´nalite´ `2 (aussi appele´e
re´gularisation de Tikhonov ou ridge regression). La re´gularisation de Variation Totale (TV) [ROF92] met
une pe´nalite´ `1 sur le gradient, ce qui engendre une parcimonie des variations, utile pour le de´bruitage
d’images.
Pour conclure cette section, nous avons pre´sente´ les principales me´thodes d’approximation parcimo-
nieuse. Nous avons de´taille´ l’OMP dans le cas de l’invariance par translation, car cette me´thode sera
utilise´e et e´tendue dans la suite.
1.3 Apprentissage de dictionnaire
Dans la section pre´ce´dente, nous avons e´tudie´ comment estimer avec parcimonie les coefficients de
de´composition en conside´rant le dictionnaire fixe´. Mais le contenu du dictionnaire conditionne cette
estimation. Dans cette section, nous nous inte´ressons a` l’estimation du dictionnaire optimal favorisant
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au mieux les approximations parcimonieuses. Dans un premier temps, nous expliquerons le principe de
l’apprentissage de dictionnaire, puis nous ferons l’e´tat de l’art des me´thodes.
1.3.1 Principe de l’apprentissage de dictionnaire
Dans ce paragraphe, nous expliquons le principe de l’apprentissage de dictionnaire, et nous formalisons
le proble`me.
A la recherche du dictionnaire ide´al
Afin d’obtenir la solution la plus parcimonieuse au proble`me (1.6), il faut que le dictionnaire soit
adapte´ au signal. Quand nous traitons un ensemble de signaux, il faut que le dictionnaire soit conjointe-
ment adapte´ a` tous ces signaux. Imaginons un dictionnaire Φ contenant tous les motifs possibles : cela
permettrait a` n’importe quel signal d’eˆtre de´compose´ avec parcimonie. Cependant, ce dictionnaire serait
trop grand a` stocker, et l’estimation des coefficients serait trop lourde. Un choix doit donc eˆtre fait sur
le dictionnaire utilise´ et, pour cela, trois approches sont possibles.
Premie`rement, nous pouvons choisir parmi les dictionnaires ge´ne´riques [JDCP11] tels que les atomes
de Fourier, les ondelettes [Mal09], les ridgelettes [CD99], les curvelettes [CD00], etc. Ces dictionnaires
ge´ne´riques ont l’avantage d’avoir des atomes analytiques et parame´tre´s, mais leurs morphologies in-
fluencent intrinse`quement l’analyse. Si nous utilisons des ondelettes, nous trouverons des ondelettes dans
les signaux, si nous utilisons des curvelettes, nous trouverons des curvelettes, etc. Un expert doit donc
de´terminer quel dictionnaire employer en fonction des signaux e´tudie´s : les ondelettes sont adapte´es pour
repre´senter les textures, les curvelettes pour les discontinuite´s, etc. Ainsi, pour choisir convenablement
un dictionnaire qui soit pertinent, nous devons avoir des a priori sur les motifs attendus dans les signaux,
ce qui peut constituer un inconve´nient de taille. Cette premie`re approche est la plus souvent utilise´e en
traitement du signal, et Rubinstein et al. retracent bien l’e´volution du choix des dictionnaires [RBE10].
Deuxie`mement, plusieurs de ces dictionnaires ge´ne´riques peuvent eˆtre concate´ne´s, permettant ainsi
aux diffe´rentes composantes du signal d’eˆtre se´pare´es, chacune e´tant parcimonieuse sur le sous-dictionnaire
qui lui est de´die´ [CDS98, SED04, FSBM10]. Si cette approche est plus flexible, il est toujours ne´cessaire
d’avoir des a priori sur les motifs attendus pour choisir chacun des sous-dictionnaires.
Troisie`mement, nous utilisons les donne´es pour choisir le dictionnaire optimal (en anglais, ce type
d’approche est qualifie´ de data-driven). L’apprentissage de dictionnaire consiste a` infe´rer un dictionnaire
non-parame´trique a` partir d’un ensemble de donne´es de telle sorte qu’il soit adapte´ a` ces donne´es, i.e.
qu’il fournisse conjointement des approximations parcimonieuses pour tous les signaux de cet ensemble
[TF11]. L’apprentissage de dictionnaire est aussi appele´ encodage parcimonieux, car les de´compositions
effectue´es a posteriori sur ce dictionnaire appris sont parcimonieuses. En anglais, on parle de sparse
coding, terme tre`s souvent confondu avec sparse approximation.
Formulation de l’apprentissage de dictionnaire
Nous disposons d’un ensemble de signaux d’entraˆınement Y = [ yp ]
P
p=1 ∈ RN×P qui sont repre´sen-
tatifs de l’ensemble e´tudie´. Nous de´finissons aussi X = [ xp ]
P
p=1 ∈ RM×P qui contient les vecteurs de
coefficients correspondants. Le but est d’apprendre le dictionnaire le plus adapte´ a` l’ensemble des si-
gnaux e´tudie´s Y , i.e. que les signaux de Y ont des approximations parcimonieuses sur ce dictionnaire.
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La formulation ge´ne´rale de l’apprentissage de dictionnaire s’e´crit :
minΦ,X ‖ Y − ΦX ‖2F t.q. ∀p ∈ NP , ‖xp‖0 ≤ K et ∀m ∈ NM , ‖φm‖2 = 1 . (1.16)
Le dictionnaire Φ est conside´re´ norme´. Cette contrainte sur la norme posse`de deux avantages :
– les coefficients x refle`tent l’e´nergie de chaque atome dans le signal de´compose´,
– cela e´vite l’inde´termination du produit ΦX (qui est e´quivalent a` un produit ou` X est multiplie´ par
un facteur, et Φ divise´ par ce meˆme facteur).
En re´sume´, l’apprentissage de dictionnaire consiste a` adapter les atomes a` la distribution statistique des
donne´es.
Les algorithmes d’apprentissage de dictionnaire, en anglais Dictionary Learning Algorithm (DLA),
re´solvent ce proble`me par une optimisation alterne´e entre l’approximation parcimonieuse des signaux
et la mise a` jour du dictionnaire. Les motifs e´le´mentaires et e´nerge´tiques des signaux sont se´lectionne´s
dans l’e´tape d’approximation parcimonieuse, et ensuite appris lors de l’e´tape de mise a` jour du diction-
naire. L’initialisation du dictionnaire peut se faire sur des atomes de bruit blancs, ou sur les signaux
d’apprentissage.
Remarquons que ce proble`me d’apprentissage de dictionnaire peut eˆtre lui aussi relaxe´ en utilisant
une norme `1 : si chacune des deux e´tapes est de´sormais convexe, le proble`me global reste non-convexe.
Remarques
Les atomes appris n’appartiennent pas a` des dictionnaires classiques, et ne sont pas parame´tre´s a`
partir d’un atome prototype. Ils sont approprie´s aux donne´es et a` l’application conside´re´e.
En neurosciences, Olshausen et Field [OF97] e´tudient des images naturelles et apprennent un diction-
naire dont les atomes ressemblent aux champs re´cepteurs du cortex visuel primaire (V1) des mammife`res.
En e´tudiant des signaux de paroles humaines, Smith et Lewicki [SL06] font e´merger des atomes ressem-
blant aux filtres de la cochle´e des mammife`res. Ces constatations empiriques montrent que le syste`me
sensoriel des mammife`res est bien adapte´ a` leur environnement naturel, mais elles montrent surtout
la puissance de l’apprentissage de dictionnaire. En conside´rant une base de donne´es ayant acquis un
phe´nome`ne, l’apprentissage de dictionnaire peut extraire les causes ge´ne´ratrices de ce phe´nome`ne. Les
atomes appris correspondent aux causes sous-jacentes du phe´nome`ne observe´ et fournissent un encodage
efficace. Cette approche est donc propice a` la de´couverte de motifs informatifs, constituant une me´thode
d’exploration de donne´es (data mining en anglais).
Les dictionnaires appris montrent de meilleures performances que les me´thodes de l’e´tat de l’art,
comme pour le de´bruitage [EA06, MES08], le demosaicing et l’inpainting [MES08], la super-re´solution
[YWHM10, ZEP12], etc. Les domaines d’applications comprennent les images [OF97, KDMR+03, AEB06a,
AE08], l’audio [LS99, SL05a, BD06], la video [Ols01], l’audio-visuel [MVS09] et l’e´lectrocardiogramme
[EAH00, ESH07].
1.3.2 Revue des me´thodes d’apprentissage
Dans ce paragraphe, nous passons en revue les principaux algorithmes d’apprentissage de dictionnaire
et leurs apports techniques a` cette proble´matique.
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Me´thodes probabilistes
Les premie`res me´thodes [OF96, OF97, LS98, LO99] se fondaient sur une approche probabiliste, en
conside´rant la fonction de vraisemblance p(Y |Φ). Pour maximiser cette fonctionnelle, les P signaux sont
d’abord conside´re´s comme inde´pendants :
p(Y |Φ) =
P∏
p=1
p(yp|Φ) . (1.17)
D’autre part, pour chaque signal yp :
p(yp|Φ) =
∫
p(yp|x,Φ) · p(x) dx . (1.18)
Le terme p(yp|x,Φ) fournit le terme quadratique d’attache aux donne´es sous hypothe`se d’un bruit blanc
Gaussien, et le terme p(x) est utilise´ pour introduire sur les coefficients un a priori de parcimonie de
type Cauchy [OF97] ou Laplace [OF96, LO99]. Dans ce dernier cas, la formulation finale revient a` celle
donne´e dans l’Eq. (1.9).
Pour re´soudre ce proble`me, ces me´thodes alternent entre deux e´tapes :
1. Φ est fixe´ et x est calcule´ pour chaque signal, par descente de gradient dans les premie`res versions
[OF96, OF97], puis par approximation parcimonieuse [LS98, LO99],
2. x est fixe´ et Φ est mis a` jour par descente de gradient, puis normalise´.
Une autre me´thode consiste a` maximiser p(Φ|Y ) ∝ p(Y |Φ)p(Φ) en utilisant la re`gle de Bayes [KDMR+03].
Cette approche ajoute donc un a priori sur le dictionnaire Φ, en conside´rant deux normalisations. Soit
le dictionnaire est norme´ au sens classique, i.e. chaque colonne est de norme `2 e´gale a` 1, soit la matrice
Φ est de norme de Frobenius e´gale a` 1.
Me´thode ILS-DLA
Introduite par Engan et al., la me´thode des moindres carre´s ite´ratifs [ESH07], Iterative Least-Squares
DLA (ILS-DLA), s’est originellement de´veloppe´e sous le nom de me´thode des directions optimales
[EAH00], Method of Optimal Directions (MOD). Elle est similaire a` l’approche probabiliste, sous hy-
pothe`se de bruit Gaussien. Concernant la mise a` jour, l’approche probabiliste utilise une optimisation a`
base de gradient alors que cette me´thode calcule la pseudo-inverse de X. Avec un formalisme d’optimi-
sation, cette me´thode effectue l’approximation parcimonieuse de tous les signaux :
minX ‖ Y − ΦX ‖2F t.q. ∀p ∈ NP , ‖xp‖0 ≤ K , (1.19)
puis la mise a` jour du dictionnaire :
minΦ ‖ Y − ΦX ‖2F t.q. ∀m ∈ NM , ‖φm‖2 = 1 . (1.20)
Cette e´tape est re´solue par les moindres carre´s : Φ = Y XT
(
XXT
)−1
, qui s’ave`re eˆtre lourde pour des
donne´es de tailles importantes. Cette mise a` jour est dite groupe´e, soit batch en anglais, car tous les
signaux sont d’abord de´compose´s avant d’eˆtre tous utilise´s pour la mise a` jour du dictionnaire.
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Me´thode K-SVD
Introduite par Aharon et al., la me´thode K-SVD [AEB06a] suit le meˆme sche´ma de mise a` jour
groupe´e, mais effectue une mise a` jour simultane´e du dictionnaire et des coefficients. Dans cet algorithme :
1. Φ est fixe´ et x est obtenu par approximation parcimonieuse,
2. le support de x est garde´ et ensuite, Φ et x sont mis a` jour par SVD en utilisant la premie`re
composante.
L’avantage majeur de la K-SVD sur la me´thode ILS-DLA est que les atomes mis a` jour sont directement
norme´s. Il n’y a donc pas d’e´tape de re-normalisation des atomes, ce qui assure une stricte de´croissance
de l’erreur. Cependant, cette technique de mise a` jour reste couˆteuse pour de grosses bases de donne´es.
Algorithm 4 : Φ = Batch DLA ([yp]
P
p=1)
1: initialisation
2: repeat
3: for p← 1, P do
4: Approximation parcimonieuse de yp
5: end for
6: Mise a` jour du dictionnaire Φ
7: until crite`re d’arreˆt
Algorithm 5 : Φ = Online DLA ([yp]
P
p=1)
1: initialisation
2: repeat
3: for p← 1, P do
4: Approximation parcimonieuse de yp
5: Mise a` jour du dictionnaire Φ
6: end for
7: until crite`re d’arreˆt
Me´thodes online
Contrairement aux me´thodes utilisant une mise a` jour groupe´e, les re´cents DLAs utilisent une mise a`
jour en ligne [MBPS10, SE10], soit en anglais online, continuous ou recursive. Les signaux sont traite´s un
par un et non plus de fac¸on groupe´e. La mise a` jour a lieu apre`s l’approximation parcimonieuse de chaque
signal yp : il y a donc P fois plus de mises a` jour que pre´ce´demment. L’ordre de traitement des signaux
d’apprentissage est ge´ne´ralement ale´atoire pour ne pas influencer le chemin d’optimisation de fac¸on
de´terministe. Avec un formalisme d’optimisation, ces me´thodes effectuent l’approximation parcimonieuse
de chaque signal yp :
minxp ‖ yp − Φxp ‖22 t.q. ‖xp‖0 ≤ K , (1.21)
suivie imme´diatement de la mise a` jour du dictionnaire. La diffe´rence entre les deux types de mise a` jour
du dictionnaire est illustre´e sur les Algorithmes 4 et 5. En outre, la mise a` jour online peut eˆtre re´alise´e
de deux manie`res, soit en utilisant uniquement le signal courant yp [AE08] :
minΦ ‖ yp − Φxp ‖22 t.q. ∀m ∈ NM , ‖φm‖2 = 1 , (1.22)
soit en utilisant les p signaux {ypi}ppi=1 de´ja` de´compose´s [MBPS10, SE10] :
minΦ
p∑
pi=1
f · ‖ ypi − Φxpi ‖22 t.q. ∀m ∈ NM , ‖φm‖2 = 1 , (1.23)
avec f un facteur pouvant de´pendre de pi ou de p.
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La descente de gradient stochastique du 1er ordre utilise´ dans [AE08] fournit un algorithme d’ap-
prentissage re´clamant peu de me´moire et de calculs par rapport aux algorithmes de type batch. Dans
[BB08], Bottou et Bousquet expliquent que dans un processus ite´ratif, chaque e´tape n’a pas besoin d’eˆtre
minimise´e parfaitement pour atteindre la solution espe´re´e. Ils proposent ainsi l’utilisation de me´thodes
stochastiques. Fort de cela, Mairal et al. introduisent un apprentissage online utilisant un gradient sto-
chastique et montrent des gains de rapidite´ pour de grandes bases de donne´es comme pour des petites
[MBPS10]. Notons aussi qu’ils utilisent une relaxation `1 pour la contrainte de parcimonie en employant le
LARS. Une version online du ILS-DLA, appele´e Recursive Least-Squares DLA (RLS-DLA), est pre´sente´e
dans [SE10] avec e´galement de meilleures performances que le ILS-DLA.
Si les me´thodes online ne peuvent pas garantir la stricte de´croissance de l’erreur quadratique globale,
la nature stochastique de l’optimisation leur e´vite en ge´ne´ral de tomber dans des minima locaux comme
parfois constate´s dans les me´thodes batch.
Table 1.1 – Tableau re´sume´ des principaux DLAs.
Nom Approximation parcimonieuse Mise a` jour Type
Approches probabilistes
Descentes de gradient
puis approximations parcimonieuses Descente de gradient batch
MOD [EAH00] puis ILS-DLA [ESH07] OMP, ORMP, FOCUSS Moindres carre´s batch
K-SVD [AEB06a] OMP SVD batch
online DLA [MBPS10] LARS Descente de gradient online
RLS-DLA [SE10] OMP Moindres carre´s online
La Table 1.1 re´sume les principaux DLAs et leurs e´le´ments constitutifs. Notons que les approximations
parcimonieuses utilise´es dans les DLAs sont facilement changeables et, dans les faits, facilement change´es
d’une application a` l’autre.
Autres me´thodes
Comme nous ne pouvons pas citer toutes les me´thodes, nous e´voquons seulement quelques me´thodes
ayant des formulations et des crite`res diffe´rents. Les me´thodes les plus connues sont la me´thode fonde´e sur
la ge´ome´trie de la solution exacte du proble`me `1 [Plu07] ; la me´thode dont la mise a` jour du dictionnaire
utilise une re´solution duale [LBRN07] ; la me´thode Majorization-Minimization [YBD09] qui remplace le
crite`re d’optimisation par une fonction majorante plus facile a` minimiser ; la me´thode Iterative Subspace
Identification (ISI) [GT10] qui enle`ve de l’ensemble d’apprentissage les signaux dont les atomes d’inte´reˆt
ont de´ja` e´te´ extraits.
Notons aussi que certaines me´thodes d’apprentissage de dictionnaire sont regroupe´es sous le terme
dictionary design a` cause de la connaissance a priori qu’elles introduisent via des contraintes spe´cifiques.
Nous citons le cas ou` le dictionnaire est vu comme l’union de bases [LGBB05], avec une contrainte
d’orthogonalite´ entre les atomes de chaque base ; la contrainte de de´corre´lation des atomes [JVLG06,
YDD09], la contrainte de non-ne´gativite´ [DF12]. Le cas d’invariance par translation est parfois conside´re´
comme appartenant a` cette cate´gorie duˆ au fait que les atomes sont des noyaux parame´tre´s.
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1.3.3 Remarques
Liens avec d’autres approches
Pour l’apprentissage d’une base, i.e. pour Φ ∈ RN×M avecM = N , l’approche Expectation-Maximization
(EM) [Moo96] alterne entre une e´tape expectation qui estime les coefficients de de´composition sur cette
base, et une e´tape maximization qui optimise les vecteurs. L’apprentissage de dictionnaire peut eˆtre vu
comme une extension de cette approche aux dictionnaires [TF11], ou` l’e´tape expectation est de´sormais
une approximation parcimonieuse pour faire face a` la redondance de la matrice Φ.
La K-SVD, et plus ge´ne´ralement l’apprentissage de dictionnaire, peut aussi eˆtre vue comme une
ge´ne´ralisation de l’algorithme non-supervise´ des K-means [AEB06a, SS09, TF11]. Dans notre formalisme,
les K barycentres des classes correspondent aux M atomes du dictionnaire, et le proble`me des K-means
s’e´crit :
minΦ,X ‖ Y − ΦX ‖2F t.q. ∀p ∈ NP , xp = 1m , (1.24)
avec 1m ∈ RM de´fini comme un vecteur de M ze´ro, excepte´e sa mie`me valeur e´gale a` 1. Ainsi, au lieu d’at-
tribuer chaque signal a` un unique vecteur φm appris comme le barycentre de la classe, l’apprentissage de
dictionnaire formalise´ dans l’Eq. (1.16) attribue chaque signal a` une combinaison line´aire parcimonieuse
d’atomes, i.e. a` un hyperplan de dimension K.
A propos de la mise a` jour des atomes
Remarquons enfin que, inde´pendamment du type de mise a` jour de´taille´ ci-dessus (batch / online),
deux proce´dures de mise a` jour sont possibles. A l’ite´ration i, il existe :
– une mise a` jour ou` tous les atomes du dictionnaire Φi sont mis a` jour en utilisant le dictionnaire
Φi−1 de l’ite´ration pre´ce´dente et Xi, tels que ILS et RLS-DLA ;
– une mise a` jour ou` les atomes de Φi de´ja` mis a` jour sont utilise´s pour mettre a` jour ceux restants.
Par exemple, dans la K-SVD ou` les atomes et les coefficients sont mis a` jour simultane´ment, les
e´le´ments
{
φiν
}m
ν=1
et
{
xiν
}m
ν=1
de´ja` mis a` jour sont utilise´s pour mettre a` jour φi−1m+1 et x
i−1
m+1.
1.3.4 DLA invariants par translation
Certains DLAs sont e´tendus au cas d’invariance par translation (cf. Section 1.1.3), re´alisant l’appren-
tissage d’un dictionnaire de noyaux. A cause de la forte cohe´rence d’un tel dictionnaire, tous ces DLAs
utilisent des poursuites `0 pour l’e´tape d’approximation parcimonieuse.
Les me´thodes probabilistes sont e´tendues, avec :
1. une e´tape d’approximation parcimonieuse invariante par translation ou` les coefficients x sont calcu-
le´s pour chaque signal, par descente de gradient [Ols00, Ols01] ou par approximation parcimonieuse
[LS99, SL05b, SL06],
2. une mise a` jour qui moyenne les translations actives d’un meˆme noyau, par descente de gradient,
puis normalisation des noyaux.
D’autres travaux ont propose´ des me´thodes invariantes par translation [WEK03, PABD06, BD06, GRKN07,
MSH08], et notamment MoTIF (Matching of Time Invariant Filters) [JVLG06] qui inte`gre une contrainte
de de´corre´lation des atomes lors de la mise a` jour par SVD.
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Les autres me´thodes principales de´crites en Section 1.3.2 sont e´tendues au cas d’invariance par trans-
lation en prenant en compte les cas de recouvrements d’atomes lors de la mise a` jour des noyaux. Le MOD
est e´tendu dans [AHSE01, SHA06] puis le ILS-DLA dans [ESH07] en prenant un facteur de translation
e´gal a` 1. La mise a` jour est faite par moindres carre´s incluant une matrice de recouvrements des atomes.
La K-SVD est e´tendue dans [Aha06, Chap. 6] sous le nom shift-invariant K-SVD (SI-K-SVD) : sa mise
a` jour est aussi re´alise´e par moindres carre´s avec une matrice de de´calage. Une variante de la K-SVD
invariante par translation est aussi e´tudie´e dans [MLG+08], avec une mise a` jour par SVD comprenant
un terme supple´mentaire en cas de recouvrements qui divise le re´sidu en parts e´gales entre les noyaux.
Pour conclure, dans cette section, nous avons explique´ l’apprentissage de dictionnaire et nous avons
fait la revue des diffe´rents algorithmes re´solvant ce proble`me. Les me´thodes d’approximation parcimo-
nieuse et d’apprentissage de dictionnaire sont sensibles a` la cohe´rence du dictionnaire. Dans la section
suivante, nous nous inte´resserons a` ce point.
1.4 Conside´rations the´oriques sur la cohe´rence
Dans cette section, nous nous inte´ressons a` la cohe´rence du dictionnaire, et plus particulie`rement
dans le cas d’invariance par translation. La cohe´rence mutuelle µΦ du dictionnaire norme´ Φ ∈ RN×M est
de´finie comme le maximum des produits scalaires entre atomes [Tro04] :
µΦ = max
i 6=j, i∈NM , j∈NM
| 〈 φi, φj 〉 | . (1.25)
Pour une base orthonormale, la cohe´rence mutuelle est nulle, et pour tout dictionnaire redondant,
1/
√
N ≤ µΦ ≤ 1. Un dictionnaire est dit incohe´rent si µΦ est suffisamment faible. Cette valeur per-
met de qualifier le dictionnaire et les performances de de´compositions parcimonieuses effectue´es sur ce
dernier.
1.4.1 Cas classique
De nombreux articles ont e´tudie´ [BDE09] l’influence du dictionnaire sur le proble`me de de´composition
parcimonieuse, et sur le fait que le support du signal soit identifiable. Plusieurs conditions suffisantes
sur la cohe´rence Φ et la parcimonie K de la solution sont donne´es [DH01, BE02, GN03] pour avoir
l’e´quivalence entre les diffe´rentes formulations e´nonce´es en Section 1.2.1, ainsi que la stabilite´ a` un bruit
borne´ [DET06, Tro06] et la robustesse a` la compressibilite´. D’autres conditions permettent d’assurer
de telles proprie´te´s, utilisant l’isome´trie restreinte [CT05], le support via l’Exact Recovery Coefficient
[Fuc04, Tro06] ou encore le spark [DET06].
L’inconve´nient de l’ensemble de ces crite`res est qu’ils sont tre`s se´ve`res afin de borner le pire des
cas : une minimisation `1 est assure´e d’identifier un signal s’il est suffisamment parcimonieux sur un
dictionnaire incohe´rent. En particulier, l’e´quivalence entre les minimisations `0 (1.5) et `1 (1.7) est ve´rifie´e
si [DET06] :
‖x‖0 ≤
1
4
·
(
1 +
1
µΦ
)
. (1.26)
Ces fortes hypothe`ses sur la cohe´rence du dictionnaire sont cependant difficilement ve´rifiables pour des
applications re´elles utilisant des dictionnaires appris. C’est encore plus difficile pour les dictionnaires
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invariants par translation, tre`s cohe´rents par nature. La cohe´rence de tels dictionnaires n’ayant pas fait
l’objet d’e´tudes, nous allons chercher a` la caracte´riser.
Remarquons aussi que ces conside´rations ont e´te´ re´cemment e´tendues au contexte de l’apprentis-
sage de dictionnaire [AEB06b, GS10, GWW11, JGB12]. De meˆme, les hypothe`ses pour identifier un
dictionnaire sont tre`s se´ve`res.
1.4.2 Cas invariant par translation
Dans le cas de l’invariance par translation, le dictionnaire Φ s’ave`re eˆtre la concate´nation de matrices
de Toeplitz (cf. Section 1.1.3). La cohe´rence mutuelle d’un tel dictionnaire est tre`s forte, souvent supe´-
rieure a` 0.99 dans les applications re´elles. Les diffe´rentes conditions e´voque´es pre´ce´demment ne sont donc
pas ve´rifiables. Notons toutefois que des travaux re´cents ont e´tudie´ ces conditions [HBRN10, PRT12],
mais pour des noyaux ale´atoires, fournissant ainsi des estimations probabilistes des bornes d’isome´trie
restreinte.
Nous cherchons donc a` caracte´riser plus finement la cohe´rence d’un dictionnaire dans le cas d’in-
variance par translation. Le produit scalaire entre un noyau ψ(t) et sa translate´e ψ(t + 1) de´pend du
contenu spectral du noyau : si ψ est un noyau de bruit blanc, le produit scalaire sera faible, alors que s’il
est quasi-constant, il sera e´leve´. La proposition suivante formalise cette conside´ration.
Proposition
Nous conside´rons un noyau re´el ψ :
– invariant par translation,
– d’e´nergie finie et norme´, i.e. ‖ψ‖2 = 1,
– de support fini,
– de bande spectrale limite´e 3 : sa fre´quence re´duite maximale est note´e λmax ≤ 1/2 (cf. Fig. 1.8),
alors nous avons :
1− 2pi2 ·λmax2 ≤ | 〈 ψ(t), ψ(t+ 1) 〉 | ≤ 1 . (1.27)
Dans le cas d’un dictionnaire Φ invariant par translation ge´ne´re´ a` partir de L noyaux {ψl}Ll=1 (cf.
Section 1.1.3), nous avons :
max l∈NL | 〈 ψl(t), ψl(t+ 1) 〉 | ≤ µΦ . (1.28)
Le re´sultat de l’Eq. (1.27) permet donc de minorer la cohe´rence µΦ d’un dictionnaire invariant par
translation.
Preuve
Nous conside´rons un signal re´el discret ψ(n), compose´ de N e´chantillons. Nous conside´rons la trans-
forme´e de Fourier de signaux discrets (TFd) qui fournit en fre´quence un spectre continu et pe´riodique
3. La transforme´e de Fourier d’un signal de support fini est infinie. Cependant, ici, nous conside´rerons comme nulles les
valeurs du spectre en dessous d’un certain seuil.
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Fig. 1.8 – Illustration du spectre Fψ(λ) du noyau ψ, conside´re´ limite´ par la fre´quence λmax.
[Mal09]. Comme nous e´tudions les e´chantillons de ψ, nous travaillerons avec des fre´quences re´duites
note´es λ. La transforme´e de Fourier du signal ψ est :
Fψ(λ) =
N∑
n=1
ψ(n) · e−2piiλn , (1.29)
avec le produit scalaire associe´ de´fini par :
〈 F(λ),G(λ) 〉 =
∫ +1/2
−1/2
F∗(λ) G(λ)dλ . (1.30)
La transforme´e inverse est :
ψ(n) =
∫ +1/2
−1/2
Fψ(λ) · e2piiλndλ . (1.31)
Graˆce a` la conservation du produit scalaire, nous avons :
〈 ψ(n), ψ(n+ 1) 〉 =
〈
Fψ(λ),Fψ(λ) · e2piiλ
〉
(1.32)
=
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 · e2piiλdλ (1.33)
=
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 dλ+
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 ·
(
e2piiλ − 1
)
dλ (1.34)
= 1 +
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 ·
(
e2piiλ − 1
)
dλ , graˆce au the´ore`me de Parseval. (1.35)
En re´arrangeant les membres (1.33) et (1.35), nous avons :
1−
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 · e2piiλdλ =
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 ·
(
1− e2piiλ
)
dλ (1.36)
=
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 · (1− cos(2piλ)) dλ car |Fψ(λ)| est paire, (1.37)
≤
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 · (2piλ)
2
2
dλ car 1− cos(θ) ≤ θ2/2 (cf. Annexe 7.1),
(1.38)
≤ (2piλmax)
2
2
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 dλ = (2piλmax)
2
2
. (1.39)
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En conside´rant la valeur absolue de l’Eq. (1.36), nous avons :∣∣∣∣∣ 1−
∣∣∣∣∣
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 · e2piiλdλ
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ 1−
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 · e2piiλdλ
∣∣∣∣∣ ≤ 2pi2λmax2 . (1.40)
Au final, nous avons :
1− 2pi2λmax2 ≤
∣∣∣∣∣
∫ +1/2
−1/2
|Fψ(λ)|2 · e2piiλdλ
∣∣∣∣∣ = | 〈 ψ(n), ψ(n+ 1) 〉 | . (1.41)
Et, par l’ine´galite´ de Cauchy-Schwarz, nous obtenons l’ine´galite´ de droite :
| 〈 ψ(n), ψ(n+ 1) 〉 | ≤ ‖ψ(n)‖2 · ‖ψ(n+ 1)‖2 = 1 . (1.42)

Interpre´tation
D’une part, la minoration de l’Eq. (1.27) prouve que la cohe´rence d’un dictionnaire invariant par
translation est fonction du contenu spectral de ses noyaux. Quand le noyau est basse fre´quence, i.e.
λmax → 0, le produit scalaire entre ce noyau ψ(t) et sa translate´e ψ(t+ 1) tend vers 1. Nous remarquons
que quand λmax devient grand, la borne reste vraie mais perd de son inte´reˆt, et a fortiori au-dela` de
λ = 1/
√
2pi ≈ 0.23 ou` la borne devient ne´gative.
D’autre part, nous constatons que le produit scalaire entre un noyau de bruit blanc et sa translate´e
est tre`s faible (the´oriquement nul), alors que ce noyau ne contient aucune information. C’est pour cela
qu’il est utilise´ comme initialisation de l’apprentissage de dictionnaire, car il n’apporte aucun a priori.
A la fin de l’apprentissage, quand les noyaux ont converge´ vers des motifs caracte´ristiques contenant de
l’information, i.e. vers des noyaux basses fre´quences, le produit scalaire en question est tre`s e´leve´.
Ainsi, la cohe´rence d’un dictionnaire invariant par translation dont les noyaux sont informatifs est
par nature tre`s e´leve´e. Les algorithmes tre`s sensibles a` la cohe´rence mutuelle du dictionnaire ne sont
donc pas utilisables.
Application
Nous appliquons ce re´sultat a` un dictionnaire de sinus cardinaux. Nous de´finissons le noyau the´orique
ψ comme :
ψth(t) = sinc(Ct) =
sin(pi C t)
pi C t
. (1.43)
La transforme´e de Fourier de ψth est un cre´neau de´fini comme :
Fψth(λ) =
1
C
rect(λ/C) =
1/C pour |λ| ≤ C/20 sinon . (1.44)
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Fig. 1.9 – Valeurs des cohe´rences des dictionnaires et de la borne the´orique en fonction du parame`tre C.
The´oriquement, la fre´quence maximale λmax de ψth est donc e´gale a` C/2. D’autre part, le noyau ψth est
norme´. Graˆce au the´ore`me de Parseval, nous avons :
‖ψth‖2 = ‖Fψth‖2 =
(
1
C
·
∫ +C/2
−C/2
1dλ
)1/2
=
(
1
C
· C
)1/2
= 1 . (1.45)
Ce noyau ψth est the´orique, car pour une imple´mentation nume´rique, le noyau doit eˆtre a` support fini.
Nous conside´rerons aussi que dans cet exemple mono-noyau (L = 1), l’Eq. (1.28) est une e´galite´, i.e. le
produit scalaire | 〈 ψ(t), ψ(t+ 1) 〉 | est e´gal a` la cohe´rence de ce dictionnaire.
Nous appelons ψ le noyau a` support fini. L’une des conse´quences est que sa transforme´e de Fourier
est infinie. Cet effet de bord impactera les re´sultats pour des noyaux courts. Pour notre application, nous
choisissons donc un noyau court de longueur N = 100 et un noyau long de longueur N = 1000. L’autre
conse´quence est que ce noyau ψ n’est plus norme´. Une e´tape de normalisation est donc ne´cessaire pour
ge´ne´rer ensuite le dictionnaire norme´ invariant par translation. Nous faisons varier le parame`tre C qui
dilate temporellement le noyau e´tudie´. Nous trac¸ons en Fig. 1.9 la valeur de la cohe´rence du dictionnaire
pour chacun des noyaux, i.e. le produit scalaire 〈 ψ(t), ψ(t+ 1) 〉, ainsi que la valeur infe´rieure de la borne
the´orique de l’Eq. (1.27) en fonction du parame`tre C. Nous observons que les re´sultats sont conformes
a` la borne annonce´e, sauf quand les valeurs N et C sont faibles. Il s’agit en re´alite´ de l’effet de bord duˆ
a` l’imple´mentation nume´rique des noyaux a` support fini.
Pour mieux visualiser ce phe´nome`ne, nous trac¸ons les deux noyaux ψ pour C = 0.1 et C = 0.01, ainsi
que leurs spectres (en valeurs absolues). Pour C = 0.1, ou` l’effet de bord n’est pas visible, nous trac¸ons le
noyau avec N = 100 en Fig. 1.10(a) et celui avec avec N = 1000 en Fig. 1.10(b). Nous observons que le
noyau court avec N = 100 posse`de un spectre dont la fre´quence re´duite maximale λmax est moins nette
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(a) (b)
Fig. 1.10 – Noyaux de sinus cardinal (haut) et leurs spectres (bas) pour C = 0.1, et de longueur N = 100 (a) et
N = 1000 (b).
(a) (b)
Fig. 1.11 – Noyaux de sinus cardinal (haut) et leurs spectres (bas) pour C = 0.01, et de longueur N = 100 (a)
et N = 1000 (b).
que celle du noyau long. Cependant, les deux noyaux ve´rifient a` peu pre`s les conditions d’application de
l’Eq. (1.27).
Pour C = 0.01, ou` l’effet de bord est tre`s visible, nous trac¸ons le noyau avec N = 100 en Fig. 1.11(a)
et celui avec avec N = 1000 en Fig. 1.11(b). Alors que le noyau long avec N = 1000 posse`de une fre´quence
maximale a` peu pre`s nette, ce n’est plus le cas du noyau court avec N = 100. Ces deux noyaux sont
plus dilate´s que les deux pre´ce´dents a` cause du parame`tre C. Ainsi, quand le noyau ψth est e´courte´ sur
N = 100 e´chantillons, il devient tre`s de´forme´ (cf. Fig. 1.11(a) (haut)), et ne ressemble plus a` un sinus
cardinal. En conse´quence, sa transforme´e de Fourier est de´forme´e elle aussi (cf. Fig. 1.11(a) (haut)) et
posse`de une queue lourde, ce qui l’empeˆche de ve´rifier les conditions d’application de l’Eq. (1.27). Cet
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effet est logiquement atte´nue´ quand N = 1000.
Dans cette section, nous nous sommes inte´resse´s a` la cohe´rence dans le cas d’invariance par transla-
tion. Nous avons propose´ une borne infe´rieure pour la cohe´rence d’un dictionnaire invariant par transla-
tion, de´montrant qu’elle est e´leve´e par nature. De plus, nous avons applique´ nume´riquement ces conside´-
rations the´oriques sur un dictionnaire compose´ de sinus cardinaux. La borne propose´e est effectivement
respecte´e, aux effets de bord pre`s.
Conclusion
Dans son ouvrage L’Art poe´tique [Boi74], Nicolas Boileau disait :
Ce que l’on conc¸oit bien s’e´nonce clairement,
Et les mots pour le dire arrivent aise´ment.
Pour re´sumer ce chapitre d’introduction aux repre´sentations parcimonieuses, nous pourrions transposer
cette citation en :
Ce que l’on conc¸oit bien se repre´sente parcimonieusement,
Car les atomes pour le dire s’apprennent aise´ment.
L’apprentissage de dictionnaire, alternant entre une approximation et une mise a` jour, est une me´thode
efficace pour apprendre un dictionnaire adapte´ a` une base de donne´es. Ce dictionnaire a la particularite´
de fournir des repre´sentations parcimonieuses aux signaux de cette base. Il peut ensuite eˆtre utilise´ pour
des traitements tels que le de´bruitage, la super-re´solution, l’inpainting, etc. Ce dictionnaire est aussi
la collection des motifs informatifs, re´pe´titifs et e´nerge´tiques extraits des donne´es. Il permet donc de
comprendre les strutures e´le´mentaires d’une base de donne´es. Nous avons aussi conside´re´ le cas particulier
de l’invariance par translation utile pour e´tudier les signaux temporels.
Dans la suite de la the`se, cette approche va eˆtre e´tendue pour traiter des signaux multivarie´s compose´s
de plusieurs canaux acquis simultane´ment. Nous e´tudierons aussi le cas ou` ces diffe´rents canaux auront
des interactions entre eux, notamment dans le cadre de la rotation.
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Chapitre 2
Repre´sentations parcimonieuses
multivarie´es
Introduction
Avec l’ame´lioration technologique des capteurs, les signaux temps-se´ries posse`dent souvent plusieurs
composantes acquises simultane´ment. Par exemple, les signaux e´lectroence´phalographiques sont le fruit
de l’acquisition d’un signal temporel pour chaque e´lectrode, les signaux de mouvements 3D posse`dent une
trame temporelle de coordonne´es pour chaque dimension, etc. Dans ce chapitre, nous allons voir comment
les me´thodes de repre´sentations parcimonieuses e´tudie´es dans le chapitre pre´ce´dent sont e´tendues a` ces
signaux multicomposantes.
D’abord, nous allons introduire le mode`le multivarie´ et le comparer au mode`le multicanal tre`s connu.
Ensuite, nous de´taillerons les extensions multivarie´es de l’OMP et du DLA. Nous comparerons notre
algorithme d’apprentissage de dictionnaire aux autres algorithmes invariants par translation dans un cas
univarie´, et enfin, nous appliquerons nos me´thodes sur des donne´es re´elles multicomposantes e´lectroen-
ce´phalographiques (EEG).
2.1 Mode`le multicanal versus multivarie´
Dans le chapitre 1, nous avons travaille´ avec un signal univarie´ y ∈ RN , et l’e´quation de cette approche
univarie´e/monocanale est illustre´e en Fig. 2.1(a). Dans le cas multicomposante, le signal e´tudie´ devient
y ∈ RN×V , avec V le nombre de composantes 1 (aussi appele´es canaux, variables ou sources). De plus,
nous notons y[v] ∈ RN la vie`me composante du signal y. Dans la suite de cette the`se, nous noterons en
gras toutes les variables de nature multicomposante. Pour ces donne´es multicomposantes, deux mode`les
peuvent eˆtre envisage´s selon la nature du dictionnaire utilise´ :
– soit le dictionnaire Φ ∈ RN×M est unicomposante et les coefficients x ∈ RM×V sont multicompo-
santes, ce qui donne le mode`le multicanal illustre´ en Fig. 2.1(b),
– soit le dictionnaire Φ ∈ RN×M×V est multicomposante et les coefficients x ∈ RM sont unicompo-
santes, ce qui donne le mode`le multivarie´ illustre´ en Fig. 2.1(c).
1. Le terme composante utilise´ dans la suite de la the`se aura de´sormais ce sens.
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(a) yˆ = Φx. (b) yˆ = Φx. (c) yˆ = Φx.
Fig. 2.1 – Comparaisons des mode`les univarie´/monocanal (a), multicanal (b) et multivarie´ (c). Dans (c), ×ˆ est
conside´re´ comme un produit e´le´ment par e´le´ment selon la dimension M .
Dans le mode`le multivarie´, Φx est conside´re´ comme un produit e´le´ment par e´le´ment 2 selon la dimension
M . La diffe´rence entre ces deux mode`les sera de´taille´e dans le prochain paragraphe.
Nous pre´cisons ici que nous travaillons avec des donne´es multicomposantes et non multidimension-
nelles. Un signal temporel y ∈ RN×V avec V composantes est abusivement qualifie´ de multidimensionnel.
En fait, ce signal est multicomposant (multicanal ou multivarie´ selon le mode`le d’analyse choisi) et non
multidimensionnel. Un signal multidimensionnel (dimension V ) serait y ∈ RN1×...×Nv×...×NV .
2.1.1 Pre´sentation comparative des mode`les
L’approximation parcimonieuse multicanale est connue en anglais sous plusieurs noms : multichannel
sparse approximation [Gri02, Gri03, LKG06, GRSV07, ER10], simultaneous sparse approximation (SSA)
[LT03b, LT03a, LT05, TGS06, Tro06], sparse approximation for multiple measurement vector (MMV)
[CREKD05, CH06], joint sparsity [BDS+05] et multiple sparse approximation [Rak11]. Dans ce mode`le
tre`s e´tudie´, toutes les composantes sont de´compose´es sur le meˆme atome univarie´ φm ∈ RN et chaque
composante v a son propre coefficient xm[v] ∈ R, comme illustre´ en Fig. 2.2(a). Cela signifie que toutes les
composantes sont de´crites par le meˆme profil, mais avec une e´nergie diffe´rente : l’atome est line´airement
me´lange´ dans les diffe´rents canaux :
y =
M∑
m=1
φmxm +  . (2.1)
Etant donne´ que l’atome est univarie´, ce mode`le est facilement utilisable avec des dictionnaires ge´ne´riques
(cf. Section 1.3). Concernant l’e´tape de se´lection, le Multichannel MP original propose´ par Gribonval
se´lectionne l’e´nergie inter-canaux maximale [Gri03] :
mk = arg maxm
V∑
v=1
∣∣∣ 〈k−1[v], φm〉 ∣∣∣s . (2.2)
Cette se´lection revient donc a` maximiser une norme `s pour s = 1, 2 ou +∞ [CH06]. La recherche par
rapport a` m du maximum des normes `s est e´quivalente a` appliquer une norme mixte sur la matrice des
produits scalaires G = ΦT k−1 : cela engendre une parcimonie structure´e qui est semblable au Group-
LASSO, comme explique´ par Rakotomamonjy [Rak11]. Notons que le Multichannel MP [DMMM+05]
2. Il s’agit en re´alite´ d’un produit tensoriel, mais nous n’utiliserons pas ce formalisme par souci de simplicite´.
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(a) y =
∑
m φmxm +  (b) y =
∑
m φmxm + 
Fig. 2.2 – Illustration des diffe´rences entre le mode`le multicanal (a) et le mode`le multivarie´ (b).
se´lectionne le produit scalaire multicanal maximal :
mk = arg maxm
∣∣∣∣∣
V∑
v=1
〈
k−1[v], φm
〉 ∣∣∣∣∣ . (2.3)
Le mode`le multivarie´ peut eˆtre conside´re´ comme l’inverse du mode`le multicanal : chaque composante
du signal correspond a` une composante de l’atome multivarie´ φm ∈ RN×V , et toutes les composantes ont
le meˆme coefficient xm ∈ R, comme illustre´ en Fig. 2.2(b). Ainsi, le signal multivarie´ y est de´compose´
comme la somme d’atomes multivarie´s φm tel que :
y =
M∑
m=1
φmxm +  . (2.4)
Contrairement au mode`le multicanal qui impose le fait que la matrice φm×xm soit de rang 1, le mode`le
multivarie´ est beaucoup plus flexible : il n’y a aucune contrainte sur le rang du sous-espace engendre´
par l’atome multivarie´ φm. Ainsi, des donne´es provenant de grandeurs physiques diffe´rentes, qui ont
des profils caracte´ristiques varie´s (voire orthogonaux), peuvent eˆtre agre´ge´es dans les composantes de
l’atome multivarie´ 3. Ce mode`le a seulement e´te´ e´voque´ dans [GN05] a` propos d’un algorithme MP
utilisant un mode`le de dictionnaire particulier : le dictionnaire multicomposante utilise´ est le produit
d’un dictionnaire monocomposante avec une matrice de me´lange.
Dans la suite, le dictionnaire multivarie´ Φ sera conside´re´ comme norme´, i.e. chaque atome multivarie´
sera norme´ tel que ‖φm‖F = 1. De plus, il est difficile de de´finir un atome multivarie´ a` partir de
dictionnaires ge´ne´riques. Le mode`le multivarie´ est donc naturellement tourne´ vers l’apprentissage de
dictionnaire, compose´ d’atomes multivarie´s non-parame´triques.
2.1.2 Apprentissages de dictionnaires multicomposantes
Dans ce paragraphe, nous conside´rons des DLAs qui traitent des signaux multicomposantes avec
des dictionnaires multicomposantes [Mal09, Chap. 12]. Remarquons que le mode`le employe´ est diffe´rent
de ceux de´crits pre´ce´demment. Dans ce cas, chaque composante y[v] ∈ RN est associe´e a` un atome
unicomposante φm[v] ∈ RN multiplie´ par un coefficient xm[v] ∈ R, contrairement au mode`le multivarie´
ou` chaque atome multivarie´ φm est multiplie´ par un coefficient xm. Pour chaque composante v, nous
3. Elles doivent eˆtre seulement homoge`nes au niveau de leurs dimensions.
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Fig. 2.3 – Illustration du mode`le multicomposante : y =
∑
m φm ⊗ xm + , avec ⊗ de´fini comme un produit
composante a` composante selon la dimension V .
avons donc :
y[v] =
M∑
m=1
φm[v]xm[v] + [v] . (2.5)
Ainsi, dans ce mode`le, si les atomes multicomposantes ont la possibilite´ d’eˆtre spe´cifiques dans chaque
composante, le signal est transforme´ en signaux unicomposantes paralle`les. Ce mode`le est utilise´ pour trai-
ter des signaux audio-visuels [MJV+07, MVS09], des signaux e´lectrocardiographiques [MGB+09] et e´lec-
troence´phalographiques [BPTC09], des images couleur [MES08], des images hyperspectrales [MBSF09]
ou encore des images ste´re´oscopiques [TF11b].
Nous pouvons reformuler le mode`le pre´ce´dent pour y grouper les V composantes :
y =
M∑
m=1
φm ⊗ xm +  , (2.6)
avec ⊗ de´fini comme un produit composante a` composante selon la dimension V , comme illustre´ en
Fig. 2.3. Les composantes sont seulement lie´es entre elles lors de l’e´tape de se´lection de l’approximation
parcimonieuse. En effet, l’indice se´lectionne´ mk est choisi conjointement entre les diffe´rentes composantes
graˆce a` une norme mixte :
mk = arg maxm
V∑
v=1
∣∣∣ 〈k−1[v],φm[v]〉 ∣∣∣s . (2.7)
Cette se´lection e´tant proche de l’Eq. (2.2), les algorithmes multicanaux sont utilise´s pour ce mode`le.
2.2 OMP multivarie´
Dans cette section, l’algorithme d’approximation parcimonieuse OMP est e´tendu au mode`le multivarie´
sous le nom Multivariate-OMP (M-OMP). Nous avons choisi d’e´tendre l’OMP car c’est un algorithme
rapide et efficace pour l’apprentissage de dictionnaires invariants par translation. Apre`s avoir pre´sente´
le M-OMP, nous e´voquerons le lien qui existe entre les mode`les univarie´ et multivarie´.
2.2.1 Description du Multivariate-OMP
Le proble`me d’approximation parcimonieuse (1.6) est e´tendu au mode`le multivarie´ :
minx ‖ y −Φx ‖2F t.q. ‖x‖0 ≤ K . (2.8)
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Nous pre´sentons maintenant le M-OMP qui re´sout ce proble`me d’approximation parcimonieuse mul-
tivarie´e avec le mode`le de´crit pre´ce´demment. A l’ite´ration courante k, le M-OMP se´lectionne l’atome
qui produit la plus forte de´croissance (en valeur absolue) de l’erreur quadratique moyenne
∥∥k−1∥∥2
F
. En
notant k−1 = xmφm + k, nous avons :
∂
∥∥ k−1 ∥∥2
F
∂xm
= 2 Tr( φm
T k−1 ) = 2
〈
k−1,φm
〉
, (2.9)
en utilisant les re`gles de de´rivation de la trace d’une matrice [PP08]. L’e´tape de se´lection du M-OMP
est donc :
mk = arg maxm
∣∣∣ 〈k−1,φm〉 ∣∣∣ (2.10)
= arg maxm
∣∣∣∣∣
V∑
v=1
〈
k−1[v],φm[v]
〉 ∣∣∣∣∣ . (2.11)
La se´lection repose sur la somme des produits scalaires des V composantes, ce qui donne le produit
scalaire multivarie´, contrairement a` la se´lection (2.3) ou` le dictionnaire est univarie´. En plus d’une
diffe´rence sur la morphologie du dictionnaire utilise´, les mode`les multicanal et multivarie´ ne se´lectionnent
pas les meˆmes atomes. Pour mieux illustrer cela, nous nous plac¸ons dans un cas complexe. A cause des
modules (valeurs absolues), la coline´arite´ ou la non-coline´arite´ des V composantes Gm[v] =
〈
k−1[v], φm
〉
ne sont pas prises en compte dans l’Eq. (2.2), et la se´lection multicanale se fait seulement sur l’e´nergie.
La se´lection multivarie´e de l’Eq. (2.11) est plus exigente, et cherche le compromis optimal parmi les V
composantes Gm[v] =
〈
k−1[v],φm[v]
〉
. Elle retient l’atome qui repre´sente au mieux le re´sidu dans chaque
composante. Les se´lections sont e´quivalentes si tous les Gm[v] sont coline´aires (et de meˆmes signes). Les
diffe´rences entre ces deux types de se´lection ont e´te´ aussi discute´es dans [GN05, DMMM+05].
Par la suite, la description est donne´e dans le cas d’invariance par translation dans l’Algorithme 6,
et nous faisons re´fe´rence a` la description de l’OMP de´crite dans l’Algorithme 3 (Section 1.2.2). Le
proble`me (2.8) devient :
minx
∥∥∥∥∥ y(t)−
L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τψl(t− τ)
∥∥∥∥∥
2
F
t.q. ‖x‖0 ≤ K . (2.12)
La se´lection cherche la corre´lation Γ maximale entre le re´sidu et les noyaux :
(lk, τk) = arg max l,τ
∣∣∣∣∣
V∑
v=1
Γ
{
k−1[v],ψl[v]
}
(τ)
∣∣∣∣∣ . (2.13)
Le dictionnaire actif Dk est aussi multivarie´ (e´tape 7). Pour la projection orthogonale (e´tape 8), le signal
multivarie´ y ∈ RN×V (resp. dictionnaire Dk ∈ RN×k×V ) est de´plie´ verticalement le long de la dimension
des composantes dans un vecteur unicomposante yc ∈ RNV×1 (resp. matrice Dkc ∈ RNV×k). Ensuite,
la projection orthogonale de yc sur Dkc de´finie par :
xk = arg minx
∥∥∥ yc −Dkcx ∥∥∥2
2
(2.14)
est calcule´e re´cursivement, comme dans le cas unicomposante, en utilisant l’inversion matricielle par bloc
[PRK93]. A la fin de l’algorithme, le M-OMP fournit une approximation K-parcimonieuse multivarie´e
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de y :
yˆK(t) =
K∑
k=1
xlk,τk ψlk(t− τk) . (2.15)
Compare´e a` l’OMP, la complexite´ du M-OMP (de´termine´e par l’e´tape 4) est seulement multiplie´ par un
facteur V , le nombre de composantes.
Algorithm 6 : x = Multivariate OMP (y,Ψ)
1: initialisation : k = 1, 0 =y, dictionnaire D0 =∅
2: repeat
3: for l← 1, L do
4: Corre´lations : Ckl (τ)←
∑V
v=1 Γ
{
k−1[v],ψl[v]
}
(τ)
5: end for
6: Se´lection : (lk, τk)← arg max l,τ
∣∣ Ckl (τ) ∣∣
7: Dictionnaire actif : Dk ← [Dk−1,ψlk(t− τk) ]
8: Coefficients actifs : xk ← arg minx
∥∥ yc −Dkcx ∥∥2
2
9: Re´sidu : k ← y −Dkxk
10: k ← k + 1
11: until crite`re d’arreˆt
2.2.2 Remarques sur le mode`le multivarie´
Pour un signal multicomposante y ∈ RN×V de nature non temporelle, i.e. avec N = 1, l’approche
multivarie´e est traite´e en utilisant des signaux vectorise´s. Le signal multicomposante y ∈ RN×V est
vectorise´ verticalement en yc ∈ RNV×1, et le dictionnaire Φ ∈ RN×M×V en Φc ∈ RNV×M . Apre`s avoir
applique´ un OMP classique (cf. Section 1.2.2) sur ces variables vectorise´es, le traitement est e´quivalent
a` celui produit par l’algorithme M-OMP. En effet, le mode`le line´aire multivarie´
y =
M∑
m=1
xmφm +  se vectorise en yc =
M∑
m=1
xmφmc+ c . (2.16)
Plusieurs raisons soutiennent l’introduction d’un tel mode`le multivarie´.
D’une part, dans le cas de donne´es temps-se´ries, les diffe´rentes composantes sont acquises simulta-
ne´ment, et le mode`le multivarie´ permet de conserver cette structure temporelle des donne´es. De plus,
ces composantes peuvent eˆtre des grandeurs physiques tre`s he´te´roge`nes. Vectoriser les composantes en-
gendre une perte du sens physique des signaux et des noyaux du dictionnaire, et plus particulie`rement
quand les composantes ont des profils tre`s diffe´rents. Nous pre´fe´rons conside´rer les donne´es temps-se´ries
e´tudie´es comme e´tant multicomposantes : les signaux et les atomes du dictionnaire posse`dent plusieurs
composantes simultane´es, comme illustre´ dans les expe´rimentations suivantes.
Pour l’imple´mentation algorithmique, dans le cas d’invariance par translation, le mode`le multivarie´ est
plus facile a` imple´menter et posse`de une complexite´ moins grande que le mode`le classique avec les donne´es
vectorise´es (cf. Annexe 7.2).
D’autre part, le mode`le multivarie´ a vocation a` eˆtre ge´ne´ralise´. Pour notre propos, nous conside´rons le
signal multivarie´ y ∈ RN×V , les atomes multivarie´s φm ∈ RN×Um ayant chacun leur dimension spe´cifique
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Um, et nous introduisons des matrices quelconques Rm ∈ RUm×V . Le mode`le multivarie´ peut ainsi se
ge´ne´raliser :
y =
M∑
m=1
xmφmRm +  . (2.17)
Les matrices Rm empeˆchent de´sormais la norme de Frobenius de se vectoriser en une norme `2. En
outre, d’autres me´triques [CBA13] peuvent eˆtre utilise´es dans le crite`re d’optimisation, re´solu par de
nouveaux algorithmes. Dans la suite de cette the`se, nous e´tudierons les cas de matrices de rotation, ou`
∀m ∈ NM , Um = V , pour V = 2 (cf. Chapitre 4), V = 3 (cf. Chapitre 5) et V = n quelconque (cf.
Chapitre 5). Le mode`le e´tant pre´sente´ de cette fac¸on, les me´thodes introduites ulte´rieurement pourront
eˆtre vues tre`s simplement comme des spe´cifications de ce mode`le multivarie´. Les composantes acquises
simultane´ment, mais qui sont actuellement conside´re´es comme inde´pendantes, seront me´lange´es par des
rotations 2D, 3D et nD. Ceci est plus intuitif pour des atomes multivarie´s contrairement a` des atomes
vectorise´s.
Ainsi, le mode`le multivarie´ est introduit ici pour plus de clarte´, pour des raisons algorithmiques et
dans un souci de future ge´ne´ralisation.
2.3 DLA multivarie´
Dans cette section, nous pre´sentons un algorithme d’apprentissage de dictionnaire adapte´ au mode`le
multivarie´ et appele´ Multivariate-DLA (M-DLA).
2.3.1 Description du Multivariate-DLA
Nous pre´sentons maintenant le Multivariate DLA. Nous disposons d’un ensemble de signaux d’entraˆı-
nement Y =
{
yp
}P
p=1
. Notre algorithme M-DLA (Algorithme 7) est de nature online (cf. Section 1.3.2).
Il s’agit donc d’une alternance entre une approximation parcimonieuse multivarie´e et la mise a` jour du
dictionnaire multivarie´. L’approximation parcimonieuse multivarie´e de chaque signal yp est re´alise´e par
le M-OMP (e´tape 4) :
xp = arg minx
∥∥∥∥∥ yp(t)−
L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τψl(t− τ)
∥∥∥∥∥
2
F
t.q. ‖x‖0 ≤ K , (2.18)
suivie de la mise a` jour du dictionnaire (e´tape 5) :
Ψ = arg minΨ
∥∥∥∥∥ yp(t)−
L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τ ;pψl(t− τ)
∥∥∥∥∥
2
F
t.q. ∀l ∈ NL, ‖ψl‖F = 1 . (2.19)
Pour effectuer l’optimisation de ce crite`re, nous utilisons une descente de gradient de 2nd ordre de
Levenberg-Marquardt stochastique [MNT04]. Ce choix augmente la vitesse de convergence, en me´lan-
geant les me´thodes de gradient stochastique et de Gauss-Newton. Le crite`re est de´rive´ en utilisant les
re`gles de de´rivation de [PP08] :
−∂ ‖ p(t) ‖
2
F
∂ψl
= 2
∑
τ∈σl
xl,τ ;p τ (t) , (2.20)
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avec τ repre´sentant l’erreur localise´e au de´calage τ et restreinte au support temporel de ψl, i.e. τ =
|t=τ..τ+Tl , avec Tl la longueur de ψl. Nous appelons i l’ite´ration courante du M-DLA. Pour chaque noyau
multivarie´ ψl, la mise a` jour est donne´e par :
ψil(t) = ψ
i−1
l (t) + (H
i
l + λ
i.I)−1 ·
∑
τ∈σl
xil,τ ;p 
i−1
p (t+ τ) , (2.21)
avec t pour les indices d’e´chantillons limite´s au support temporel de ψl, λ le pas de descente adaptatif, et
Hl le Hessien approche´ comme indique´ en Annexe 7.3. Cette e´tape est appele´ Mise a` jour LM (e´tape 5).
Le mode`le multivarie´ est pris en compte dans la mise a` jour du dictionnaire, avec toutes les composantes
ψl[v] du noyau multivarie´ ψl mises a` jour simultane´ment. De plus, les noyaux sont norme´s a` la fin de
chaque mise a` jour, et leurs longueurs peuvent eˆtre modifie´es.
Au de´but de l’algorithme, l’initialisation des noyaux (e´tape 1) se fait sur du bruit blanc Gaussien.
A la fin, diffe´rents crite`res d’arreˆt peuvent eˆtre utilise´s (e´tape 8) : un seuillage sur le rRMSE calcule´
sur l’ensemble d’apprentissage, ou un seuil sur i, le nombre d’ite´rations. Dans le M-DLA, le M-OMP est
arreˆte´ par seuillage sur le nombre d’ite´rations. Le rRMSE ne peut pas eˆtre utilise´ puisque sur les premie`res
ite´rations, les noyaux de bruit blanc ne peuvent pas engendrer un pourcentage donne´ de l’espace e´tudie´.
Algorithm 7 : Ψ = Multivariate DLA (
{
yp
}P
p=1
)
1: initialisation : i = 1,Ψ0 = {L noyaux de bruit blanc}
2: repeat
3: for p← 1, P do
4: Approximation parcimonieuse : xip ← M-OMP (yp,Ψi−1)
5: Mise a` jour du dictionnaire : Ψi ← Mise a` jour LM (yp, xip,Ψi−1)
6: i← i+ 1
7: end for
8: until crite`re d’arreˆt
2.3.2 Remarques sur le Multivariate-DLA
Notre algorithme d’apprentissage est de nature online, et nous pouvons tole´rer des fluctuations dans
la MSE. L’aspect stochastique de l’optimisation online permet de ressortir d’un minimum local. Les
optimisations non-convexes du M-OMP et du M-DLA et la nature stochastique de l’apprentissage online
ne permettent pas de garantir la convergence du M-DLA vers le minimum global. Cependant, nous
trouvons un dictionnaire, minimum local ou global, qui assure la parcimonie des de´compositions des
signaux d’inte´reˆt.
Concernant le re´glage des parame`tres, il y a de nombreuses strate´gies pour le pas de descente adap-
tatif : nous choisissons la proce´dure classique λi = λ0 · i avec λ0 = 1). Lors de la mise a` jour, la longueur
des noyaux est modifie´e selon une heuristique. Les noyaux sont allonge´s s’il y a de l’e´nergie sur les bords
et raccourcis sinon, de telle sorte que les noyaux soient a` bords nuls, ce qui e´vite les discontinuite´s dans
les de´compositions re´alise´es avec ce dictionnaire. Nous calculons la norme sur Tl bord e´chantillons des
deux bords du noyau l, et nous les divisons par la norme du noyau complet. Si ce ratio est supe´rieur a`
un certain seuil, nous allongeons le noyau de Tl bord/2 e´chantillons, si le ratio est infe´rieur a` un certain
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autre seuil, alors nous le raccourcissons. Le rapport 2 entre la longueur d’estimation et la longueur al-
longe´e/raccourcie e´vite les instabilite´s du processus. D’autres heuristiques peuvent eˆtre mises en place,
comme dans [SP11] par exemple.
2.4 Comparaison des me´thodes sur des donne´es simule´es
Dans cette section, nous comparons notre me´thode a` d’autres DLAs. Comme les avantages de l’ap-
prentissage online ont de´ja` e´te´ mis en avant dans [AE08, MBPS10, SE10], nous tournons notre expe´rience
vers la robustesse a` la translation temporelle. Le M-DLA est utilise´ dans un cas monocomposante pour
eˆtre compare´ avec les autres me´thodes existantes : la K-SVD [AEB06], la version invariante par trans-
lation de la K-SVD [Aha06] appele´e SI-K-SVD, et le ILS-DLA invariant par translation [SHA06] (le
facteur de de´calage est re´gle´ a` 1), qui sera appele´ SI-ILS-DLA par la suite.
La comparaison est base´e sur l’expe´rience de´crite dans [Aha06, Chap. 6]. Un dictionnaire Ψ de
L = 45 noyaux est cre´e´ ale´atoirement sur du bruit blanc uniforme et la longueur des noyaux est de
T = 18 e´chantillons. L’ensemble d’apprentissage est compose´ de P = 2000 signaux de longueur N = 20,
et il est ge´ne´re´ a` partir du dictionnaire. Pour les noyaux, les de´calages circulaires ne sont pas autorise´s,
et donc seulement trois de´calages sont possibles. Chaque signal d’entraˆınement est compose´ de la somme
de trois atomes, pour lesquels les amplitudes, les indices de noyaux et les parame`tres de de´calages sont
tire´s ale´atoirement. Un bruit blanc Gaussien est aussi ajoute´ a` plusieurs RSB : 10, 20 et 30 dB, et sans
bruit. Tous les algorithmes sont applique´s avec le meˆme ensemble d’apprentissage ge´ne´re´ ainsi, avec
l’initialisation du dictionnaire re´alise´e avec des signaux d’entraˆınement, et avec l’e´tape d’approximation
parcimonieuse re´alise´e par OMP. Les dictionnaires appris Ψˆ sont obtenus apre`s 80 ite´rations. La K-SVD
basique est aussi teste´e, avec l’espoir de retrouver un dictionnaire de 135 atomes (les 45 noyaux de´cale´s
aux trois positions possibles).
Dans l’expe´rience, un noyau appris est conside´re´ comme de´tecte´, i.e. retrouve´, si son produit scalaire
cl avec son noyau original correspondant est tel que :
cl =
∣∣∣〈ψl, ψˆl〉∣∣∣ ≥ 0.99 . (2.22)
Le seuil e´leve´ de 0.99 a e´te´ choisi dans [Aha06]. Pour chaque algorithme d’apprentissage, le taux de
de´tection de noyaux (moyenne´ sur 5 tests) est trace´ en fonction du niveau de bruit (Fig. 2.4).
Cette expe´rience teste seulement la pre´cision de l’algorithme. Dans notre cas, l’apprentissage online
donne un apprentissage rapide mais pas aussi pre´cis a` cause du bruit stochastique induit par le choix
ale´atoire des signaux a` chaque ite´ration. Nous observons que 80% des {cl}Ll=1 sont entre 0.97 et 1.00, avec
seulement quelques-uns au-dessus du seuil se´ve`re de 0.99. Pour eˆtre comparable aux algorithmes batch,
qui sont plus pre´cis a` chaque pas, la strate´gie classique pour le pas adaptatif (propose´e en Section 2.3) est
adapte´e aux contraintes de cette expe´rience. Avec 2000 signaux d’entraˆınement, nous pre´fe´rons garder
un pas constant pour une boucle sur l’ensemble d’apprentissage. De plus, le pas est incre´mente´ plus rapi-
dement pour atteindre une convergence satisfaisante apre`s 80 ite´rations. Pour les 40 premie`res ite´rations,
le pas est de´fini comme : λi = (i− p+ 1)1.5, et il est ensuite garde´ constant pour les dernie`res ite´rations :
λi = 401.5. Les re´sultats obtenus sont trace´s en Fig. 2.4.
Sur la Fig. 2.4, les re´sultats de la K-SVD compare´s a` ceux des autres DLAs montrent la perti-
nence d’avoir un mode`le invariant par translation pour traiter de telles donne´es. Pour les DLAs inva-
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Fig. 2.4 – Taux de de´tection en fonction du niveau de bruit, pour la K-SVD [AEB06] (diamants), SI-K-SVD
[Aha06] (carre´s), SI-ILS-DLA [SHA06] (cercles) et M-DLA (e´toiles).
riants par translation, les re´sultats soulignent leur capacite´ a` retrouver des motifs sous-jacents invariants
par translation. Cependant, nous observons que les performances du M-DLA de´croissent avec le bruit,
contrairement a` la SI-K-SVD et au SI-ILS-DLA, qui semblent ne pas eˆtre affecte´s. Malgre´ sa mise a`
jour stochastique, notre algorithme retrouve le dictionnaire original dans des proportions similaires aux
approches batch. Cette expe´rience corrobore l’analyse de [BB08] concernant l’apprentissage, ou` chaque
e´tape n’a pas besoin d’eˆtre minimise´e exactement pour converger vers la solution espe´re´e.
Nous avons teste´ notre me´thode sur des donne´es simule´es afin de la comparer aux me´thodes existantes,
dans un cadre univarie´. Dans la section suivante, nous allons appliquer notre me´thode a` des donne´es
re´elles multivarie´es.
2.5 Applications aux signaux e´lectroence´phalographiques
Dans cette section, nous allons brie`vement expliquer les signaux e´lectroence´phalographiques (EEG)
et les outils utilise´s pour les repre´senter. Nous allons ensuite re´aliser deux expe´riences pour mettre en
e´vidence l’apport des dictionnaires multivarie´s a` ce domaine.
2.5.1 Etat de l’art de l’analyse temps-fre´quence pour les EEG
L’e´lectroence´phalographie mesure les activite´s e´lectriques produites par les potentiels post-synaptiques
de groupes de neurones. L’acquisition est re´alise´e a` l’aide d’un casque muni de plusieurs e´lectrodes. Ces
signaux multi-e´lectrodes ont la particularite´ d’eˆtre tre`s bruite´s. L’EEG est tre`s utilise´e par les neurophy-
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siologistes dans le diagnostic de certaines maladies [NLdS04]. L’observation des potentiels e´voque´s, de
certaines activite´s oscillatoires dans des bandes de fre´quence spe´cifiques, ou encore de certaines activite´s
transitoires permet en effet de de´celer certains dysfonctionnements ce´re´braux.
En analyse temps-fre´quence, des dictionnaires classiques comme Gabor ou ondelettes ont e´te´ utilise´s
[SC07, Dur07] mais sont limite´s pour repre´senter une telle diversite´ de motifs ; en outre, ils introduisent
un a priori lors de l’analyse a` cause de la forme des atomes utilise´s. Repre´senter efficacement de tels
signaux est donc un de´fi. Nous nous proposons d’appliquer l’apprentissage de dictionnaire sur ces donne´es
afin d’ame´liorer la repre´sentation et la compre´hension des activite´s EEG.
Dans les paragraphes suivants, nous faisons brie`vement la revue des diffe´rents outils d’analyse temps-
fre´quence applique´s aux donne´es EEG.
De´compositions multicanales
Au de´but, l’algorithme MP (cf. Section 1.2.2) e´tait utilise´ sur des signaux monocanaux y ∈ RN
[DB01], i.e. en prenant en compte seulement une e´lectrode. Le dictionnaire classiquement utilise´ en
analyse EEG est le dictionnaire de Gabor. Ses atomes ge´ne´riques φGabor sont parame´tre´s en temps-
fre´quence-e´chelle tels que [Mal09] :
φGabor(t) =
1√
s
· g
(
t− ατ
s
)
· cos ( 2pift+ ϕ ) , (2.23)
ou` g(t) = β · e−pit2 est une feneˆtre Gaussienne, β le facteur de normalisation, s l’e´chelle, τ le de´calage
temporel, α le facteur de de´calage, f la fre´quence et parfois, ϕ la phase interne de l’atome de Gabor.
Remarquons que le dictionnaire de Gabor multi-e´chelles n’est pas invariant par translation a` proprement
parler, puisque le facteur de de´calage α, qui de´pend de l’e´chelle dyadique s, n’est pas e´gal a` 1 [Mal09,
Chap. 12].
L’utilisation du MP a e´te´ e´tendue pour les signaux y ∈ RN×V compose´s de V e´lectrodes. Le mode`le
multicanal de´crit en Section 2.1 permet de prendre en compte toutes les e´lectrodes. Comme de´ja` remar-
que´, l’hypothe`se sous-jacente de ce mode`le est que les e´ve´nements EEG sont conside´re´s comme diffuse´s
spatialement dans les diffe´rents canaux, formant ainsi une matrice de rang 1. Dans [Dur07], diffe´rentes
se´lections sont e´nume´re´es :
– le Multichannel MP original [Gri03], appele´ MMP 1 par Durka, se´lectionne l’e´nergie maximale
comme dans l’Eq. (2.2) ;
– le Multichannel MP [DMMM+05] appele´ MMP 2 se´lectionne le produit scalaire multicanal maxi-
mal comme dans l’Eq. (2.3). Les valeurs absolues de la se´lection (2.2) permettent a` l’atome φm
d’eˆtre en phase ou en opposition de phase avec la composante k−1[v], contrairement a` la se´lection
plus contraignante (2.3) qui pre´fe`re que φm soit en phase avec 
k−1[v] (donnant ainsi les meˆmes
polarite´s a` travers les canaux).
– le Multichannel MP [MDMM+05] appele´ MMP 3 se´lectionne l’e´nergie maximale comme le MMP 1,
mais avec des coefficients complexes qui permettent d’avoir des phases variables : chaque canal v
posse`de sa propre phase ϕv, comme aussi e´tudie´ dans [GHANZ07] ;
– le Multichannel MP [SKM+09b], qui est appele´ MMP 4, se´lectionne le produit scalaire multicanal
maximal comme le MMP 2, avec des coefficients complexes qui permettent d’avoir une phase ϕv
dans chaque canal ;
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Remarquons que le nom multivariate est utilise´ dans [SKM+09a] pour de´signer le MMP 2 [DMMM+05]
applique´ aux donne´es MEG, et dans [SKM+09b] pour son extension complexe MMP 4 ; cependant ils
sont comple`tement diffe´rents des me´thodes introduites en Sections 2.2 et 2.3.
D’autres algorithmes effectuent des de´compositions de signaux EEG comme par exemple, la de´com-
position multicanale propose´e dans [KMLVS01] reposant sur la method of frames [Dau88] ou le mode`le
PARAFAC (Parallel Factor Analysis) e´tendu au cas d’invariance par translation [MHA+08].
Apprentissage de dictionnaire
A notre connaissance, peu d’e´tudes ont propose´ d’appliquer l’apprentissage de dictionnaire aux don-
ne´es EEG. En 2005, Jost et al. appliquent l’algorithme MoTIF [JVLG05], qui est un DLA invariant par
translation, a` des signaux EEG. Ils apprennent un dictionnaire de noyaux, mais seulement dans un cas
monocanal qui ne prend pas en compte l’aspect spatial des donne´es. En 2011, Hamner et al. appliquent
la K-SVD [HCdRM11] pour effectuer un apprentissage de dictionnaire spatial ou temporel. L’appren-
tissage spatial est efficace et peut eˆtre vu comme une ge´ne´ralisation de l’algorithme des N-Microe´tats
[PMML95]. A l’inverse, les re´sultats avec l’apprentissage temporel ne sont pas convaincants, principale-
ment parce que le mode`le d’invariance par translation n’est pas pris en compte. En 2012, Noirhomme
et al. appliquent aussi la K-SVD [NSL+12b, NSL+12a], mais dans un cas monocanal et sans invariance
par translation.
Comme nous l’avons vu dans le Chapitre 1, l’apprentissage de dictionnaire donne une repre´sentation
plus efficace que la PCA ou l’ICA tre`s utilise´es en analyse EEG [CGPJ08]. De plus, de telles me´thodes
fournissent seulement une base (avec M = N), et ne sont donc pas adapte´es pour faire face a` l’invariance
par translation re´clame´e par les donne´es EEG.
Bilan
Pour re´sumer ce bref e´tat de l’art de l’analyse EEG, diffe´rents e´le´ments montrent de´ja` la pertinence
d’utiliser un mode`le d’invariance par translation temporelle. C’est la raison pour laquelle la dictionnaire
de Gabor, qui est quasi invariant par translation, est bien adapte´ pour repre´senter les donne´es EEG avec
des multichannel MPs [Dur07]. Dans les de´compositions multicanales, les diffe´rents MPs essayent d’eˆtre
le plus flexible possible pour repre´senter au mieux la variabilite´ spatiale.
L’approche multivarie´e que nous proposons prend en compte ces deux aspects : un mode`le temporel
invariant par translation et une flexibilite´ spatiale qui conside`re tous les canaux. De plus, seulement deux
hypothe`ses sont faites dans cette approche : le bruit des EEG est additif et Gaussien, et les e´ve´nements
EEG d’inte´reˆt sont statistiquement re´pe´te´s suite au meˆme stimulus. Il n’y a aucune hypothe`se temporelle
ou spatiale faite sur le dictionnaire, les re´sultats sont donc au maximum guide´s par les donne´es.
2.5.2 Expe´rience 1 : apprentissage et de´compositions
Re´alise´es sur des donne´es EEG re´elles (issues des BCI Competition II [BS02] et IV [TMA+12]), les
deux expe´riences pre´sente´es par la suite ont pour but de montrer que les noyaux multivarie´s appris
sont informatifs (Expe´rience 1) et interpre´tables (Expe´rience 2). Dans cette premie`re expe´rience, notre
me´thode est applique´e aux donne´es EEG, et ensuite compare´e aux me´thodes usuellement utilise´es pour
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Fig. 2.5 – Signal EEG yp=1 e´chantillonne´ a` 250 Hz avec V = 22 e´lectrodes.
analyser les EEG (cf. Section 2.5.1) pour mettre en exergue la nouveaute´ du mode`le multivarie´ et ses
performances repre´sentatives.
Donne´es EEG
Nous utilisons les signaux d’imagerie motrice des donne´es 2a de BCI Competition IV [TMA+12]. Il
y a quatre classes de taˆches motrices, mais elles ne sont pas prises en compte dans cette expe´rience. Les
signaux EEG sont e´chantillonne´s a` 250 Hz et posse`dent V = 22 e´lectrodes. Chaque signal est compose´
de N = 501 e´chantillons temporels, durant lesquels le sujet effectue l’une des quatre taˆches. Les donne´es
viennent de 9 sujets, et les signaux sont divise´s entre un ensemble d’apprentissage et un ensemble de
test. Chaque ensemble est compose´ de P = 288 signaux.
Les donne´es brutes sont filtre´es entre 8 et 30 Hz (l’imagerie motrice concerne les bandes µ (8 a` 13 Hz)
et β (13 a` 20 Hz)), puis une comple´tion de ze´ro est effectue´e pour obtenir des signaux de N = 512
e´chantillons. Les donne´es issues de ce pre´traitement sont les donne´es d’entre´e du M-DLA. Les premiers
e´chantillons du signal EEG yp=1 sont affiche´s en Fig. 2.5.
Mode`les et comparaisons
Le M-DLA est applique´ sur l’ensemble d’apprentissage du premier sujet, et un dictionnaire de L = 20
noyaux est appris avec 100 ite´rations 4.
4. Durant l’apprentissage, le controˆle de la longueur des noyaux est de´licat a` cause du faible RSB des signaux. Pour le
M-DLA original, les noyaux sont d’abord initialise´s a` une longueur arbitraire T i, et ils sont ensuite allonge´s ou raccourcis
lors des mises a` jour, en fonction de l’e´nergie pre´sente sur les bords. Cependant, avec des donne´es aussi bruite´es, les noyaux
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(a) Atome de Gabor re´el. (b) Atome de Gabor complexe.
Fig. 2.6 – Exemple d’atomes de Gabor re´el (a) et complexe (b), avec les profils temporels de chaque noyau (haut)
et la visualisation temps-fre´quence (bas). Dans le cas complexe, seule la phase des diffe´rents canaux varie, pas le
contenu spectral.
Pour mettre en e´vidence la nouveaute´ du mode`le multivarie´, les dictionnaires multicomposantes sont
compare´s avec V = 22 composantes. Sur les Fig. 2.6(a) et 2.6(b), en haut, les amplitudes xm × φm
(ordonne´es) d’un atome sont repre´sente´es en fonction des e´chantillons (abscisses), et en bas, les spectro-
grammes en fre´quences re´duites (ordonne´es) sont repre´sente´s en fonction des e´chantillons (abscisses). Un
atome de Gabor re´el est affiche´ en Fig. 2.6(a), base´ sur le MMP 1 [Gri03] ou le MMP 2 [DMMM+05]
qui donne le meˆme genre d’atomes. Les parame`tres de l’atome de Gabor ont e´te´ choisis ale´atoirement.
En Fig. 2.6(b) est affiche´ un atome de Gabor complexe base´ sur le MMP 3 [MDMM+05, GHANZ07] ou
le MMP 4 [SKM+09b]. Etant donne´ que cet atome posse`de une phase spe´cifique pour chaque canal, il
est plus adaptatif que le premier. Cependant, dans ces deux cas, le contenu spectral est identique dans
chaque canal.
En Fig. 2.7, deux des noyaux multivarie´s appris sont affiche´s, les noyaux l = 9 (haut) et l = 17
(bas). Les composantes du noyau de la Fig. 2.7(haut) sont similaires, ce qui est adapte´ pour repre´senter
des donne´es ayant des formes proches sur toutes les composantes, comme le signal y1 aux alentours
des e´chantillons t = 175 (cf. Fig. 2.5). Les composantes du noyau de la Fig. 2.7(bas) ne sont pas si
diffe´rentes : elles apparaissent comme e´tant continuˆment de´forme´es, ce qui correspond bien aux donne´es
structure´es comme le signal y1 autour des e´chantillons t = 75 (cf. Fig. 2.5). De plus, les composantes
posse`dent des contenus spectraux varie´s, comme affiche´ en Fig. 2.8, contrairement aux atomes de Gabor,
qui ressemblent plus a` des bancs de filtres monocanaux (Fig. 2.6(a)(bas) et 2.6(b)(bas)). Dans le mode`le
multivarie´, chaque composante a son propre profil, et donc son propre contenu spectral, ce qui donne
une excellente adaptivite´ spatiale.
Si les deux noyaux conside´re´s ci-dessus sont de rangs pleins, nous calculons leurs valeurs singulie`res
ont tendance a` s’allonger sans s’arreˆter. Un nouveau controˆle est donc mis en place : une taille limite Tm borne les noyaux
sur les premiers 2/3 des ite´rations, et ensuite, la limite est fixe´e a` Tm + 40 pour les dernie`res ite´rations. Cela permet aux
noyaux de commencer a` converger, et ensuite d’avoir la possibilite´ d’obtenir des bords quasi nuls.
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Fig. 2.7 – Noyaux du dictionnaire multivarie´ appris : le noyau l = 9 (haut) et le noyau l = 17 (bas).
Fig. 2.8 – Spectrogrammes de trois composantes du noyau l = 17 : composante v = 10 (haut), composante
v = 14 (milieu) et composante v = 20 (bas).
par SVD et nous les affichons en Fig. 2.9. Les valeurs sont trace´es par ordre de´croissant (haut) et en
e´chelle logarithmique (bas) pour le noyau l = 9 (gauche) et l = 17 (droite). La premie`re valeur singulie`re
du noyau l = 9 est tre`s e´leve´e et les autres sont faibles. Il est donc re´aliste d’approcher ce noyau multivarie´
par un noyau multicanal de rang 1. Concernant le noyau l = 17, nous observons qu’il y a plusieurs valeurs
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Fig. 2.9 – Valeurs singulie`res du noyau l = 9 (gauche) et du noyau l = 17 (droite). Les valeurs sont affiche´es par
ordre de´croissant (haut) et en e´chelle logarithmique (bas).
singulie`res fortes et donc non ne´gligeables. S’il peut eˆtre raisonnablement approche´ par un noyau de rang
faible, l’hypothe`se de rang 1 n’est pas adapte´e ici.
De manie`re plus ge´ne´rale, les signaux EEG sont constate´s comme e´tant de rangs faibles [RSAG09]. Il
est dommageable d’effectuer une hypothe`se de rang 1, ce qui supprime une partie de l’information de´ja`
difficile a` extraire. Ceci montre les limites du mode`le multicanal contrairement au mode`le multivarie´.
De´compositions et comparaisons
Dans ce paragraphe, la capacite´ de repre´sentation des diffe´rents dictionnaires est e´value´e. Dans un
premier temps, l’ensemble d’apprentissage du premier sujet est conside´re´. Les dictionnaires appris (LD
pour Learned Dictionaries) utilise´s avec le M-OMP sont compare´s au dictionnaire de Gabor re´el utilise´
avec le MMP 1 et MMP 2 et au dictionnaire de Gabor complexe utilise´ avec le MMP 3 et MMP 4. Les
dictionnaires de Gabor ont M = 30720 atomes. Deux dictionnaires appris (learned dictionary (LD)) sont
utilise´s : un avec L = 20 noyaux (appris pre´ce´demment), donnant M ≈ 10000 atomes ; et un avec L = 60,
donnant M ≈ 30000 atomes, ce qui est une taille e´quivalente aux dictionnaires de Gabor. Pour chaque
cas, les approximations K-parcimonieuses sont calcule´es sur l’ensemble d’apprentissage, et le taux de
reconstruction ρ est ensuite calcule´. Il est de´fini comme :
ρ = 1− 1
P
P∑
p=1
‖p‖∥∥yp∥∥ . (2.24)
Le taux ρ est repre´sente´ en fonction de K en Fig. 2.10(a). D’abord, le MMP 1 (courbe bleue trait-
pointille´e) est meilleur que le MMP 2 (courbe bleue pointille´e), et le MMP 3 (courbe verte pleine) que
le MMP 4 (courbe verte avec traits), parce que la se´lection de l’Eq. (2.3) est plus exigeante que celle
de l’Eq. (2.2) comme explique´ en Section 2.5.1. Ensuite, les MMP 3 et MMP 4 sont meilleurs que les
MMP 1 et MMP 2 graˆce a` la flexibilite´ spatiale des phases des atomes. Enfin, les dictionnaires appris
(courbes noires pleines) sont meilleurs que les autres approches, meˆme avec trois fois moins d’atomes.
Ces deux repre´sentations (LD avec L = 20 et L = 60) sont plus compactes e´tant donne´ qu’elles sont
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(a) (b)
Fig. 2.10 – (a) : taux de reconstruction ρ sur l’ensemble d’apprentissage en fonction de la parcimonie K des
approximations des diffe´rents dictionnaires et algorithmes. (b) : taux de reconstruction ρ du M-OMP utilise´ avec
LD (L = 60), en fonction de la parcimonie K des approximations sur les 9 ensembles de test.
adapte´es aux signaux EEG e´tudie´s. Si les noyaux appris codent plus d’e´nergie que les atomes de Gabor,
le dictionnaire appris prend plus de me´moire (pour le stockage ou la transmission) que le dictionnaire
parame´trique de Gabor.
La ge´ne´ralisation de ce re´sultat est teste´e dans un deuxie`me temps, afin de de´terminer si cette
repre´sentation adapte´e, apprise sur l’ensemble d’apprentissage du sujet 1, reste efficace pour d’autres
acquisitions et d’autres sujets. De´sormais, les ensembles de test des 9 sujets sont conside´re´s. De la meˆme
manie`re, les approximations K-parcimonieuses sont calcule´es avec le dictionnaire appris LD (L = 60)
sur les diffe´rents ensemble de tests, et les taux de reconstruction ρ sont trace´s en fonction de K en
Fig. 2.10(b). Les diffe´rentes courbes sont similaires et ressemblent a` la courbe de LD (courbe noire pleine
et e´toile´e) de la Fig. 2.10(a), ce qui montre la robustesse intra et inter-utilisateurs de la repre´sentation
apprise.
Etant donne´ qu’ils posse`dent de bonnes proprie´te´s de repre´sentation (peu d’atomes codent beaucoup
d’e´nergie), les dictionnaires appris peuvent eˆtre utiles pour la simulation de donne´es EEG, prenant en
compte leur caracte`re spatio-temporel.
2.5.3 Experience 2 : apprentissage de potentiels e´voque´s
L’expe´rience pre´ce´dente a montre´ les performances et la pertinence des repre´sentations adapte´es.
La question est de savoir si ces noyaux appris peuvent capturer des structures ayant une interpre´tation
physiologique (cf. Section 1.3). Pour y re´pondre, nous allons e´tudier le cas de figure des potentiels e´voque´s
P300.
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Donne´es P300
Dans cette section, l’expe´rience est re´alise´e sur les donne´es 2b du P300 speller [BS02], issues de BCI
Competition II. Le but du dispositif P300 speller est de permettre a` un sujet de communiquer graˆce a` une
Interface Cerveau-Machine (ICM) [RSAG09, RJC12] re´alise´e avec un casque EEG (cf. Fig. 2.11(a)). Une
matrice de caracte`res (lettres et chiffres) repre´sente´e en Fig. 2.11(b) s’e´claire pe´riodiquement par colonne
ou ligne, envoyant donc des stimuli visuels au sujet. Quand le sujet se concentre sur un des caracte`res de
la matrice et que celui-ci s’e´claire, le stimulus est dit cible. Dans ce cas, un potentiel e´voque´ appele´ P300
est observe´ dans le cerveau du sujet 300 ms apre`s le stimulus, contrairement a` un stimulus non-cible. La
difficulte´ d’un tel dispositif est le tre`s faible RSB des potentiels e´voque´s P300.
(a) (b)
Fig. 2.11 – Emplacements des e´lectrodes du casque EEG (a), et matrice du dispositif P300 speller (b).
Dans ces donne´es, P = 1261 stimuli cibles ont lieu, en sachant qu’il y a environ 6 fois plus de stimuli
non-cibles. En conside´rant l’acquisition comple`te Y ∈ RN×V de N e´chantillons, elle est coupe´e en P
signaux
{
yp
}P
p=1
de N e´chantillons (ces signaux sont qualifie´s de epoched en anglais). D ∈ RN×N est
une matrice de Toeplitz, dont la premie`re colonne est de´finie telle que D(tp, 1) = 1, ou` tp le de´but du
pie`me stimulus cible. Les signaux acquis ont V = 64 composantes et sont e´chantillonne´s a` 240 Hz. Ils sont
filtre´s entre 1 et 20 Hz par un filtre de Butterworth d’ordre 3.
Revue des mode`les et des me´thodes
Il y a plusieurs fac¸ons de mode´liser le motif P300. En notant φP300 ∈ RN×V ce motif, le mode`le
additif classique s’e´crit :
y = φP300 +  , (2.25)
et, avec l’invariance par translation et une amplitude, cela donne un mode`le temporel plus flexible [JV99] :
y(t) = x ψP300(t− τ) + (t) . (2.26)
Ce mode`le est adapte´ pour prendre en compte la variabilite´ de la latence (de´lai de re´ponse au stimulus),
aussi appele´ jitter, des potentiels e´tudie´s. Nous retrouvons l’Eq. (1.4) mais re´duite a` un seul noyau
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(L = 1) et dans un cas multivarie´.
Une manie`re classique de traiter les P300 consiste a` utiliser un motif de forme pre´de´finie. Un a priori
est ainsi injecte´ a` travers ce prototype, ge´ne´ralement utilise´ avec un mode`le invariant par translation.
Par exemple, des motifs monocanaux ont e´te´ utilise´s pour co¨ıncider avec le P300 ou d’autres potentiels
e´voque´s, comme des fonctions Gaussiennes [LPI97], des sinuso¨ıdes limite´es en temps [JV99], des generic
mass potentials [MBM03], des fonctions Gamma [LPBF09, LKP09] ou encore des fonctions de Gabor
[JSM+11]. Des motifs multicanaux ont e´te´ introduits dans [GHANZ08] en utilisant des atomes temporels
de Gabor et des coefficients spatiaux base´s sur des fonctions de Bessel qui tentent de mode´liser les
de´pendances entre canaux. Ces approches s’apparentent au dictionary design (cf. Section 1.3.2).
Une autre approche est similaire a` l’apprentissage de dictionnaire, en infe´rant des motifs EEG a`
partir des donne´es. Diffe´rentes me´thodes re´centes permettent d’apprendre des potentiels e´voque´s, mais
seulement dans le cas monocanal [XSL+09, DSAS11, NFV+12] ou multicanal [KST+06, WG11]. Ici, nous
voulons apprendre des motifs multivarie´s. Conside´rant le mode`le (2.25), Rivet et al. [RSAG09] donnent
l’estimation des moindres carre´s (LS) qui prend en compte les recouvrements qui se produisent suite a`
des stimuli cibles rapproche´s. Elle est donne´e par :
φˆP300 = arg minφ ‖ Y −Dφ ‖2F
= (DTD)−1DTY . (2.27)
Cette estimation est optimale s’il n’y a aucune variabilite´ dans les amplitudes et les latences. De plus,
sans recouvrement, cette estimation est e´quivalente a` la grande moyenne, grand average (GA) en anglais,
effectue´e sur les signaux coupe´s
{
yp
}P
p=1
:
φ¯P300 =
1
P
DTY =
1
P
P∑
p=1
yp . (2.28)
Cependant, ces deux estimations multivarie´es font de fortes hypothe`ses sur les latences et les amplitudes,
ce qui est un manque de flexibilite´. Conside´rant le mode`le (2.26), nous proposons d’utiliser l’apprentissage
de dictionnaire, qui peut eˆtre vu comme une estimation ite´rative des moindres carre´s :
minψ
P∑
p=1
min xp,τp
∥∥ yp − xp ψ(t− τp) ∥∥2F t.q. ‖ψ‖ = 1 , (2.29)
avec la variable τ restreinte a` un intervalle autour de 300 ms. Le noyau estime´ est note´ ψ˜P300.
Apprentissage et comparaisons qualitatives
Le M-DLA est applique´ sur l’ensemble d’apprentissage
{
yp
}P
p=1
, avec K = 1. L’estimation par
grande moyenne φ¯P300 est utilise´e comme initialisation du noyau, pour fournir un de´marrage a` chaud,
et le M-DLA effectue 20 ite´rations sur l’ensemble d’apprentissage. La longueur du noyau est de T = 65
e´chantillons, ce qui repre´sente 270 ms, et elle est constante durant l’apprentissage. Le parame`tre optimal
τ est cherche´ uniquement sur un intervalle de 9 points centre´ autour de 300 ms apre`s le stimulus cible 5,
ce qui donne une tole´rance de latence de ± 16.7 ms.
5. Cependant, un effet de bord est observe´ durant l’apprentissage : les de´calages temporels τp de nombreux signaux sont
localise´s sur les bords de l’intervalle. Cela signifie que le maximum global de ces corre´lations n’a pas e´te´ trouve´ sur cet
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Fig. 2.12 – Motifs temporels multivarie´s du P300 calcule´s par grande moyenne (a), par moindres carre´es (b) et
par apprentissage de dictionnaire multivarie´ (c). Echantillonne´es a` 240 Hz, les amplitudes sont donne´es en fonction
des e´chantillons temporels.
Fig. 2.13 – Motifs spatiaux du P300 calcule´s par grande moyenne (a), par moindres carre´es (b) et par appren-
tissage de dictionnaire multivarie´ (c).
Pour eˆtre compare´es au noyau appris ψ˜P300, les estimations φ¯P300 et φˆP300 sont d’abord limite´es a` 65
e´chantillons puis norme´es. Elles posse`dent V = 64 composantes et n’ont pas e´te´ filtre´es spatialement pour
eˆtre rehausse´es [RSAG09]. Les motifs temporels multivarie´s sont affiche´s en Fig. 2.12, avec φ¯P300 estime´
par grande moyenne (a), φˆP300 estime´ par moindres carre´s (b) et ψ˜P300 par M-DLA (c). L’amplitude
est donne´e en ordonne´e et les e´chantillons en abscisse. Les motifs (a) et (b) sont similaires, alors que le
intervalle, et que le τp est une valeur par de´faut. Cela est duˆ au fort niveau de bruit qui empeˆche la corre´lation de de´tecter
la position du P300. De tels signaux endommageront le noyau ψ˜P300 s’ils sont utilise´s pour la mise a` jour du dictionnaire,
puisque le parame`tre de de´calage n’est pas optimal. Pour e´viter cela, le noyau n’est pas mis a` jour apre`s la de´composition
de tels signaux.
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noyau (c) est plus fin et les composantes sont en phase.
Les motifs spatiaux associe´s sont compose´s des amplitudes du maximum temporel des motifs. Ils sont
affiche´s en Fig. 2.13, ou` (a) est le motif estime´ par GA, (b) par LS et (c) par M-DLA. Nous observons
que, de meˆme que pour la comparaison temporelle, les motifs (a) et (b) sont plutoˆt similaires. Le scalp
topographique (c) est plus lisse que les autres et ne posse`de pas un motif supple´mentaire a` l’arrie`re de
la teˆte. Mais, comme la ve´ritable re´fe´rence du P300 est inconnue, il est difficile d’avoir une comparaison
quantitative entre ces diffe´rentes estimations.
Comparaison quantitative par analogie
Une solution consiste a` valider le cas pre´ce´dent en proce´dant par analogie sur un cas simule´. Un
motif P300 appris pre´ce´demment avec V = 64 composantes est choisi pour eˆtre le P300 de re´fe´rence
de la simulation. P = 1000 signaux sont cre´e´s en utilisant ce P300 de re´fe´rence, avec un parame`tre
de de´calage tire´ d’une distribution Gaussienne. Un bruit corre´le´ spatialement, reproduit avec un filtre
FIR appris sur les donne´es EEG [ASS98], est ajoute´ aux signaux afin d’avoir un RSB de −10 dB.
D’abord, l’estimation GA est calcule´e sur l’ensemble des signaux. Ensuite, cette estimation est utilise´e
pour l’initialisation du M-DLA, qui est applique´ sur les signaux. Cette expe´rience est effectue´e 50 fois
pour diffe´rentes valeurs d’e´cart-type des parame`tres de de´calage (en nombre d’e´chantillons). Les motifs
estime´s a` partir de ces deux approches sont compare´s quantitativement, en calculant leurs corre´lations
maximales avec le motif P300 de re´fe´rence. Etant donne´ que les motifs sont norme´s, la valeur absolue
des corre´lations est comprise entre 0 et 1.
Fig. 2.14 – Corre´lations moyenne´es sur 50 expe´riences en fonction de l’e´cart-type des parame`tres de de´calage (en
nombre d’e´chantillons), pour la grande moyenne (GA) et pour l’apprentissage de dictionnaire multivarie´ (M-DLA).
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Fig. 2.15 – Motifs temporel du P300 : la re´fe´rence (a), la grande moyenne (b) et l’apprentissage de dictionnaire
multivarie´ (c).
Les corre´lations maximales sont trace´es en Fig. 2.14 en fonction de l’e´cart-type des parame`tres de
de´calage. Si les performances d’identification du GA et du M-DLA sont similaires pour de faibles e´cart-
types, plus les motifs P300 sont de´cale´s, plus le M-DLA surpasse le GA. Cela montre quantitativement que
l’apprentissage de dictionnaire invariant par translation est meilleur que l’approche de grande moyenne
(e´quivalente a` l’estimation LS dans ce cas puisqu’il n’y a pas de recouvrement entre les signaux).
Les motifs temporels d’une des expe´riences sont affiche´s en Fig. 2.15, avec un e´cart-type σ = 6.
Nous pre´cisons ici que le motif P300 de re´fe´rence (a) provient de l’apprentissage (cf. Section 2.5.3),
mais avec un intervalle de 1. Il est donc seulement estime´ avec les signaux donnant leurs corre´lations
maximales exactement a` 300 ms. D’abord, nous observons que les motifs de´cale´s moyenne´s donnent un
motif estime´ (b) e´tale´ en comparaison a` la re´fe´rence (a). Nous pouvons montrer que le motif (b) est le
re´sultat d’une convolution temporelle entre la re´fe´rence (a) et la distribution Gaussienne des parame`tres
de de´calage. Ensuite, le motif M-DLA (c) est plus fin que le (b). Cela confirme les re´sultats obtenus sur
les corre´lations. Par analogie, nous pouvons faire l’hypothe`se que le P300 de re´fe´rence est un motif fin,
qui est e´tale´ lorsque l’on moyenne des occurrences de´cale´es. Le M-DLA permet d’extraire un motif plus
fin graˆce a` la flexibilite´ de son invariance par translation.
Comme l’invariance par translation temporelle n’est pas facilement inte´grable dans les traitements
EEG, l’hypothe`se de stationnarite´ temporelle est souvent faite a` travers l’utilisation d’une matrice de
covariance [BTL+08] ou par grande moyenne [HCdRM11]. Cette expe´rience montre que cette hypothe`se
est grossie`re et qu’elle provoque une perte d’information temporelle. Bien que le mode`le d’invariance par
translation et la flexibilite´ spatiale de notre approche soit une ame´lioration e´vidente, le but n’est pas
de dire que le noyau P300 appris est meilleur que les autres estimations 6, le but est de pre´senter une
6. De plus, entre les motifs affiche´s en Fig. 2.12(c) et 2.15(a), tous les deux estime´s par M-DLA, nous ne sommes pas
capables de dire lequel est le meilleur.
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nouvelle me´thode d’estimation de motifs EEG, avec la perspective d’avancer dans la connaissance du
P300 et d’ame´liorer les traitements base´s sur l’estimation du P300.
Cette expe´rience montre que les noyaux appris sont interpre´tables. Cependant, a` cause du bruit e´leve´,
afin d’eˆtre interpre´te´s avec un sens physiologique, l’algorithme d’apprentissage doit localiser en temps
sur un intervalle les activite´s d’inte´reˆt comme pre´sente´ en Expe´rience 2, contrairement a` l’Expe´rience 1.
Le M-DLA peut eˆtre applique´ a` d’autres types de potentiels e´voque´s, comme le N200 ou la ne´gativite´
de discordance (en anglais mismatch negativity).
Fig. 2.16 – Motifs temporels multivarie´s du P300 calcule´s par grande moyenne (a), par moindres carre´es (b) et
par apprentissage de dictionnaire multivarie´ (c), pour la re´fe´rence d’e´lectrode moyenne.
Fig. 2.17 – Motifs spatiaux du P300 calcule´s par grande moyenne (a), par moindres carre´es (b) et par appren-
tissage de dictionnaire multivarie´ (c), pour la re´fe´rence d’e´lectrode moyenne.
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Influence de la re´fe´rence des canaux
Dans les expe´riences pre´ce´dentes, le M-DLA semble privile´gier des motifs avec des composantes en
phase, contrairement aux estimations GA et LS. De plus, comme observe´ dans [MDMM+05], le choix
de la re´fe´rence des canaux influence les polarite´s des composantes. Pour mesurer l’influence re´elle sur les
re´sultats, l’expe´rience de la Section 2.5.3 est reproduite avec une re´fe´rence diffe´rente.
Les donne´es utilise´es en Section 2.5.3 sont transforme´es line´airement pour produire une configuration
de re´fe´rence moyenne. Les motifs P300 sont estime´s par GA et LS, aussi bien que par M-DLA qui est
applique´ avec les meˆmes parame`tres. Les motifs temporels multivarie´s du P300 sont affiche´s en Fig. 2.16 :
l’estimation GA (a), l’estimation LS (b) et le M-DLA (c). Nous observons que le M-DLA est capable
d’apprendre un motif multivarie´ avec des phases oppose´es.
Dans la meˆme manie`re, les motifs spatiaux du P300 sont affiche´s en Fig. 2.17 pour GA (a), pour
LS (b) et pour le M-DLA (c). Nous observons que les polarite´s oppose´es de l’arrie`re de la teˆte, et qui
n’e´taient pas retrouve´es en Fig. 2.13(c), sont apprises en Fig. 2.17(c). Ainsi, cette ve´rification montre que
les phases des composantes sont influence´es par la re´fe´rence des canaux, et non par la me´thode M-DLA.
Pour conclure, ces deux expe´riences ont permis d’appliquer nos me´thodes sur des donne´es re´elles,
ainsi que de prouver la pertinence de l’apprentissage de dictionnaire multivarie´ temporel pour l’analyse
EEG. Les particularite´s de ces signaux, i.e. multicomposantes et tre`s bruite´s, re´clament un mode`le
spatio-temporel spe´cifique.
Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons introduit le mode`le multivarie´ et pre´sente´ les me´thodes associe´es : le
M-OMP pour re´aliser une approximation parcimonieuse multivarie´e et le M-DLA pour apprendre un
dictionnaire multivarie´, le tout dans un contexte d’invariance par translation temporelle.
Apre`s avoir compare´ nos me´thodes dans un cas univarie´ sur des signaux simule´s, nous les avons
applique´es a` des donne´es EEG. Les re´sultats montrent la pertinence d’une telle me´thode quant a` ses
qualite´s de repre´sentation (noyaux informatifs) et a` son interpre´tation (signification physiologique des
noyaux pour des activite´s localise´es en temps). Ces travaux ouvrent des perspectives pour les ICM :
les me´thodes usuelles de classification de signaux EEG [GPCB+10, JCP+11] peuvent eˆtre ame´liore´es en
prenant en compte cette flexibilite´ temporelle, et cela ouvre des perspectives de me´thodes ou` l’aspect
temporel sera pleinement pris en compte [TWH13]. Comme remarque´ dans [TF11a], les dictionnaires
appris avec des contraintes de discrimination sont efficaces pour la classification. Les perspectives sont
ainsi de modifier la me´thode pre´sente´e pour donner une approche spatio-temporelle pour les BCI.
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Chapitre 3
Repre´sentations parcimonieuses
quaternioniques
Introduction
Nous allons maintenant e´tendre les me´thodes d’approximations parcimonieuses aux signaux quater-
nioniques [Zha97]. Ce type de signaux permet de traiter des donne´es trivarie´es et quadrivarie´es, telles
que des images couleur [MSE03, ES07], des ondes polarise´es [MLBM06], des signaux EEG [JTJ+11], etc.
De plus, les quaternions sont adapte´s pour la rotation 3D [Han06]. Cette extension est re´alise´e avec l’ide´e
de pouvoir effectuer des rotations 3D avec des noyaux trivarie´s.
Le mode`le line´aire (1.1) entre le dictionnaire et les coefficients doit eˆtre reconside´re´ avec attention car
l’espace des quaternions est non commutatif : nous e´tudierons donc deux mode`les line´aires en fonction
de l’ordre de la multiplication. Nous donnerons donc deux extensions de l’algorithme OMP, et nous les
appliquerons sur des donne´es de simulation.
3.1 Mode`les line´aires quaternioniques
Apre`s une courte introduction de l’alge`bre des quaternions et des e´le´ments ne´cessaires a` nos de´velop-
pements, nous exposerons les deux mode`les line´aires en fonction de l’ordre de la multiplication : a` droite
ou a` gauche.
3.1.1 Alge`bre des quaternions
L’ensemble des quaternions note´ H, est une extension de l’ensemble des complexes C en utilisant
trois parties imaginaires [Zha97, Han06]. Un quaternion q ∈ H est de´fini comme :
q = qa + qbi + qcj + qdk , (3.1)
avec qa, qb, qc, qd ∈ R et avec les unite´s imaginaires de´finies comme :
ij = k, jk = i, ki = j, (3.2)
ji = −k, kj = −i, ik = −j, (3.3)
et i2 = j2 = k2 = ijk = −1 . (3.4)
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La partie scalaire est S(q) = qa, et la partie vectorielle est V(q) = qbi + qcj + qdk. Par de´faut un
quaternion est dit plein et, si sa partie scalaire est nulle, il est dit pur. Le conjugue´ q ∗ est de´fini comme :
q ∗ = S(q) − V(q) et nous avons (q1q2) ∗ = q ∗2 q ∗1 . Le module est de´fini comme |q| =
√
qq∗ et l’inverse
comme q−1 = q∗/ |q|2.
L’espace des quaternions est caracte´rise´ par sa non-commutativite´ : ge´ne´ralement q1q2 6= q2q1. Deux
mode`les line´aires diffe´rents sont donc possibles : celui avec les coefficients multiplie´s a` droite, et celui
avec les coefficients multiplie´s a` gauche. Par la suite, nous de´taillerons chaque mode`le line´aire, dote´ de
son produit scalaire spe´cifique.
Un signal quaternionique y ∈ HN permet donc de traiter un signal re´el quadrivarie´ y ∈ RN×4, ou
trivarie´ y ∈ RN×3 en ne conside´rant que la partie vectorielle du signal quaternionique. De plus, nous
de´finissons l’ope´rateur transconjugue´ (.)H comme : yH = S(y)T − V(y)T .
3.1.2 Mode`le line´aire avec multiplication a` droite
Le mode`le line´aire e´tudie´ est l’extension quaternionique naturelle du mode`le line´aire re´el ou com-
plexe (1.1). Nous e´tudions le signal quaternionique y ∈ HN compose´ de N e´chantillons, et le dictionnaire
Φ ∈ HN×M compose´ de M atomes {φm}Mm=1. La de´composition line´aire du signal y est effectue´e sur le
dictionnaire Φ telle que :
y = Φx+  (3.5)
=
M∑
m=1
φm xm +  , (3.6)
avec x ∈ HM le vecteur de coefficients et  ∈ HN l’erreur re´siduelle. Ce mode`le est utilise´ dans plusieurs
applications telles que la pre´vision de vent [TM10], le de´bruitage d’images couleur [TM10] et la se´paration
de sources de me´lange de signaux EEG [JTJ+11].
Conside´rant les vecteurs quaternioniques q1, q2 ∈ HN , nous de´finissons le produit scalaire a` droite
(cf. Annexe 7.4) comme : 〈q1, q2〉r = qH2 q1 ∈ H, avec la norme `2 associe´e note´e ‖.‖2. Une de´finition
alternative peut eˆtre choisie : 〈q1, q2〉 = qH1 q2, qui est seulement la conjugue´e de la pre´ce´dente 1. Le
proble`me d’approximation parcimonieuse pour ce mode`le est donc la simple extension quaternionique de
l’Eq. (1.6) :
minx ‖ y − Φx ‖22 t.q. ‖x‖0 ≤ K . (3.7)
3.1.3 Mode`le line´aire avec multiplication a` gauche
Pour ce mode`le de multiplication a` gauche, les diffe´rentes variables doivent eˆtre transpose´es : le signal
e´tudie´ est dispose´ horizontalement. Nous e´tudions donc le signal quaternionique y ∈ H1×N compose´ de
N e´chantillons, et le dictionnaire Φ ∈ HM×N compose´ de M atomes {φm}Mm=1. La de´composition line´aire
1. Notons aussi que le produit scalaire de RN×4 : 〈q1, q2〉 = S(qH1 q2) ∈ R n’est pas conside´re´ ici, bien que souvent utilise´
pour traiter les quaternions.
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du signal y est effectue´e sur le dictionnaire Φ telle que :
y = x Φ +  (3.8)
=
M∑
m=1
xm φm +  , (3.9)
avec x ∈ H1×M le vecteur de coefficients et  ∈ H1×N l’erreur re´siduelle. Ce mode`le est utilise´ par exemple
pour le de´bruitage d’images couleur [AC12] sur un dictionnaire utilisant des polynoˆmes quaternioniques.
Pour ce mode`le, nous de´finissons le produit scalaire a` gauche (cf. Annexe 7.4) comme : 〈q1, q2〉l =
q1q
H
2 ∈ H, et la norme `2 associe´e est note´e ‖.‖2. Le proble`me d’approximation parcimonieuse pour ce
mode`le s’e´crit donc :
minx ‖ y − x Φ ‖22 t.q. ‖x‖0 ≤ K . (3.10)
Remarquons le mode`le multiplicatif a` gauche (3.8) peut eˆtre re´e´crit en un mode`le a` droite, apre`s
transconjugaison des e´le´ments :
yH = ΦH xH + H . (3.11)
A cause de la non commutativite´ des quaternions, il y a deux mode`les line´aires : nous exposerons donc
les deux algorithmes correspondants, meˆme si la transformation de l’un a` l’autre est simple.
3.2 OMP quaternioniques
Dans cette section, nous de´taillons les deux algorithmes re´solvant les proble`mes d’approximations
parcimonieuses (3.7) et (3.10). Etant base´s sur l’OMP, ils sont appele´s OMP quaternioniques, soit Qua-
ternionic OMP (Q-OMP) en anglais. Dans les deux cas, le dictionnaire utilise´ est norme´. A cause de la
non commutativite´, l’ordre des variables est important dans la description des algorithmes. Par souci de
simplicite´, les deux algorithmes sont pre´sente´s en paralle`le : le QOMP a` gauche re´sout le proble`me (3.10)
et est pre´sente´ dans la colonne de gauche, et le QOMP a` droite re´sout le proble`me (3.7) et est pre´sente´
dans la colonne de droite. Les principales modifications par rapport a` l’OMP (Algorithme 1) concernent
la se´lection (e´tape 4) et la projection orthogonale (e´tape 8).
3.2.1 Description du Q-OMP a` gauche (resp. a` droite)
Le Q-OMP a` gauche (resp. a` droite), abre´ge´ en Q-OMPl avec l pour left (resp. Q-OMPr avec r
pour right), re´sout le proble`me (3.10) (resp. proble`me (3.7)). Il est de´crit dans l’Algorithme 8 (resp.
Algorithme 9).
A l’e´tape 4, comme dans le cas re´el, le produit scalaire reste l’expression a` maximiser pour se´lec-
tionner l’atome optimal (cf. Annexe 7.6 (resp. Annexe 7.5)) mais il faut, pour cela, utiliser le produit
scalaire quaternionique spe´cifique de´fini en Section 3.1.3 :
〈
k−1, φm
〉
l
= k−1φHm (resp. Section 3.1.2 :〈
k−1, φm
〉
r
= φHm
k−1). Nous rappelons qu’a` l’ite´ration k, la corre´lation optimale est note´e Ck
mk
. De
plus, l’atome optimal φmk qui est inte´gre´ au dictionnaire actif D
k est note´ dk.
A l’e´tape 8, les coefficients xk sont calcule´s par projection orthogonale du signal y sur le dictionnaire
actif Dk ∈ Hk×N (resp. Dk ∈ HN×k) :
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xk = arg minx
∥∥ y − x Dk ∥∥2
2
= y (Dk)H
(
Dk (Dk)H
)−1
.
(3.12)
∣∣∣∣∣∣ xk = arg minx
∥∥ y −Dkx ∥∥2
2
=
(
(Dk)H Dk
)−1
(Dk)Hy .
(3.13)
Pour calculer cette projection, la proce´dure re´cursive d’inversion matricielle par bloc [PRK93] est e´tendue
aux quaternions et avec la multiplication a` gauche (resp. a` droite). Par la suite, la matrice Ak est de´finie
comme la matrice de Gram du dictionnaire actif Dk−1 :
Ak = D
k−1 (Dk−1)H
=

〈d1, d1〉l 〈d1, d2〉l . . . 〈d1, dk−1〉l
〈d2, d1〉l 〈d2, d2〉l . . . 〈d2, dk−1〉l
...
...
. . .
...
〈dk−1, d1〉l 〈dk−1, d2〉l . . . 〈dk−1, dk−1〉l
.
(3.14)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ak = (D
k−1)H Dk−1
=

〈d1, d1〉r 〈d2, d1〉r . . . 〈dk−1, d1〉r
〈d1, d2〉r 〈d2, d2〉r . . . 〈dk−1, d2〉r
...
...
. . .
...
〈d1, dk−1〉r 〈d2, dk−1〉r . . . 〈dk−1, dk−1〉r
.
(3.15)
La diagonale est e´gale a` 1 puisque le dictionnaire est norme´. A l’ite´ration k, la proce´dure re´cursive pour
la projection orthogonale est calcule´e en sept e´tapes :
1 : vk = D
k−1 dHk
= [ 〈d1, dk〉l ; 〈d2, dk〉l ... 〈dk−1, dk〉l ],
2 : bk = v
H
k A
−1
k ,
3 : β = 1/(1− bkvk),
4 : αk = C
k
mk
· β∗.
(3.16)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 : vk = (D
k−1)H dk
= [ 〈dk, d1〉r ; 〈dk, d2〉r ... 〈dk, dk−1〉r ],
2 : bk = A
−1
k vk,
3 : β = 1/(‖dk‖22 − vHk bk) = 1/(1− vHk bk),
4 : αk = C
k
mk
· β.
(3.17)
Pour fournir la projection orthogonale, les coefficients xmκ (κ = 1 .. k − 1) du vecteur xk sont corrige´s
a` chaque ite´ration. Nous ajoutons un exposant aux coefficients xmκ pour indicer l’ite´ration, et la mise a`
jour est :
5 : xkmκ = x
k−1
mκ − αkbk, pour κ = 1 .. k−1,
6 : xk
mk
= αk.
(3.18)
∣∣∣∣∣∣ 5 : x
k
mκ = x
k−1
mκ − bkαk, pour κ = 1 .. k−1,
6 : xk
mk
= αk.
(3.19)
La matrice de Gram est mise a` jour telle que :
Ak+1 =
[
Ak vk
vHk 1
]
(3.20)
et en utilisant la formule d’inversion matricielle par bloc, nous obtenons son inverse a` droite (resp. a`
gauche) :
7 : A−1k+1 =
[
A−1k + βb
H
k bk −βbHk
−βbk β
]
. (3.21)
∣∣∣∣∣∣ 7 : A−1k+1 =
[
A−1k + βbkb
H
k −βbk
−βbHk β
]
. (3.22)
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Pour la premie`re ite´ration, la proce´dure est re´duite a` : x1m1 = C
1
m1 et A1 = 1.
Avec les modifications de´crites, le Q-OMPl (resp. Q-OMPr) fournit l’approximation K-parcimonieuse
du signal y :
yˆK =
K∑
k=1
xmk φmk . (3.23)
∣∣∣∣∣∣ yˆK = K∑
k=1
φmk xmk . (3.24)
Algorithm 8 : x = Q-OMPl (y,Φ)
1: initialisation : k = 1, 0 =y, dictionnaire D0 =∅
2: repeat
3: for m← 1,M do
4: Produits scalaires : Ckm ←
〈
k−1, φm
〉
l
= k−1 φHm
5: end for
6: Se´lection : mk ← arg maxm
∣∣ Ckm ∣∣
7: Dictionnaire actif : Dk ← [Dk−1;φmk ]
8: Coefficients actifs : xk ← arg minx
∥∥ y − x Dk ∥∥2
2
9: Re´sidu : k ← y − xk Dk
10: k ← k + 1
11: until crite`re d’arreˆt
Algorithm 9 : x = Q-OMPr (y,Φ)
1: initialisation : k = 1, 0 =y, dictionnaire D0 =∅
2: repeat
3: for m← 1,M do
4: Produits scalaires : Ckm ←
〈
k−1, φm
〉
r
= φHm 
k−1
5: end for
6: Se´lection : mk ← arg maxm
∣∣ Ckm ∣∣
7: Dictionnaire actif : Dk ← [Dk−1, φmk ]
8: Coefficients actifs : xk ← arg minx
∥∥ y −Dkx ∥∥2
2
9: Re´sidu : k ← y −Dkxk
10: k ← k + 1
11: until crite`re d’arreˆt
3.2.2 Extension des Q-OMP au cas d’invariance par translation
Dans le cadre de l’e´tude de signaux temps-se´rie, nous spe´cifions les algorithmes pre´ce´dents au cas
d’invariance par translation. Pour le Q-OMPl, le produit scalaire entre le re´sidu k−1 et chaque atome φm
(e´tape 4) est maintenant remplace´ par la corre´lation avec chaque noyau ψl. La corre´lation quaternionique
a e´te´ introduite dans [MSE03]. Dans le cas de multiplication a` gauche, la corre´lation quaternionique non-
circulaire Γ ∈ HN1+N2−1 entre les signaux q1(t) ∈ H1×N1 et q2(t) ∈ H1×N2 est :
Γl {q1, q2} (τ) = 〈q1(t), q2(t− τ)〉l = q1(t− τ) qH2 (t) . (3.25)
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La se´lection (e´tape 6) de´termine l’atome optimal qui est caracte´rise´ par son indice de noyau lk et sa po-
sition τk. La projection orthogonale (e´tape 8) donne le vecteur xk =
[
xl1,τ1 , xl2,τ2 ... xlk,τk
]
. Finalement,
l’Eq. (3.23) de l’approximation K-parcimonieuse devient :
yˆK =
K∑
k=1
xlk,τk ψlk(t− τk) . (3.26)
Pour le Q-OMPr qui a la multiplication a` droite, le produit scalaire (e´tape 4) est remplace´ par la
corre´lation quaternionique de´finie comme :
Γr {q1, q2} (τ) = 〈q1(t), q2(t− τ)〉r = qH2 (t− τ) q1(t) . (3.27)
De meˆme, l’Eq. (3.24) de l’approximation K-parcimonieuse devient :
yˆK =
K∑
k=1
ψlk(t− τk) xlk,τk . (3.28)
3.2.3 Spikegramme
Nous expliquons maintenant comment visualiser les coefficients obtenus a` partir d’une de´composition
quaternionique invariante par translation. Comme explique´ en Section 1.2.3, le spikegramme classique
repre´sente trois informations par coefficient xlk,τk actif :
– la position temporelle τk en abscisse,
– l’indice de noyaux lk en ordonne´e,
– l’amplitude du coefficient xlk,τk en e´chelle de couleur.
Dans le cas pre´sent, les coefficients sont quaternioniques, ce qui fait que l’amplitude est repre´sente´e
par quatre parame`tres a` afficher pour chaque coefficient. Pour effectuer cela tout en gardant une bonne
visualisation, chaque coefficient quaternionique est e´crit tel que :
xl,τ = |xl,τ | · q l,τ et q l,τ = eiθ
1
l,τ · ekθ2l,τ · ejθ3l,τ , (3.29)
avec |xl,τ | le module du coefficient qui repre´sente l’e´nergie de l’atome, et q l,τ un quaternion unitaire (i.e.
son module est e´gal a` 1). Ce quaternion unitaire n’a que trois degre´s de liberte´, que nous de´finissons
arbitrairement comme les angles d’Euler [Han06]. Ces parame`tres de´crivent de manie`re univoque le
quaternion conside´re´ sur la sphe`re unite´. Par la suite, nous utiliserons ce formalisme d’angles, bien qu’il
n’y ait pas de rotation dans les traitements.
Deux e´chelles de couleur sont utilise´es pour le spikegramme quaternionique : l’une pour l’amplitude
des coefficients et l’autre pour les autres parame`tres assimile´s aux angles d’Euler. L’e´chelle des angles,
de´finie de -180 a` +180 degre´s, est visuellement circulaire ; une valeur ne´gative juste au-dessus de -180
apparaˆıt donc visuellement proche d’une valeur juste en dessous de +180. Au final, chaque coefficient
quaternionique xlk,τk est affiche´ avec six indications :
– la position temporelle τk en abscisse,
– l’indice de noyaux lk en ordonne´e,
– l’amplitude du coefficient
∣∣xlk,τk ∣∣ en e´chelle de couleur,
– les 3 parame`tres θ1
lk,τk
, θ2
lk,τk
, θ3
lk,τk
affiche´s verticalement (e´chelle de couleur circulaire).
Cette repre´sentation est utilise´e dans les figures suivantes, et fournit une visualisation intuitive des
diffe´rents parame`tres.
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Fig. 3.1 – Signaux quaternioniques original (a) et bruite´ (b) (premie`re partie imaginaire yb repre´sente´e par un
ligne verte pleine ; la seconde partie yc par une ligne noire pointille´e ; et la troisie`me partie yd par une ligne traitille´e
bleue), et le spikegramme associe´ (c).
3.3 Expe´riences sur donne´es simule´es
Dans cette section, les algorithmes Q-OMPr et Q-OMPl sont illustre´s dans un contexte de de´convo-
lution de donne´es simule´es, et compare´s au M-OMP.
3.3.1 De´bruitage et de´convolution
Dans cette expe´rience de de´bruitage et de´convolution, les donne´es sont trivarie´es (plutoˆt que quadri-
varie´es) seulement pour ne pas surcharger les figures, et avoir une lecture claire. Les signaux trivarie´s,
rentre´s dans des quaternions purs, sont traite´s en utilisant des quaternions pleins comme coefficients.
Un dictionnaire Ψ de L = 6 noyaux non-orthogonaux est construit artificiellement, et cinq coefficients
xl,τ sont ge´ne´re´s (de telle sorte que les atomes se recouvrent). D’abord, le signal quaternionique y ∈ HN
est forme´ en utilisant l’Eq. (3.28) du mode`le de multiplication a` droite, et est affiche´ en Fig. 3.1(a). La
premie`re partie imaginaire yb est repre´sente´e par une ligne verte, la seconde partie yc par une ligne noire,
et la troisie`me partie yd par une ligne bleue. Ensuite, un bruit blanc Gaussien est ajoute´, ce qui donne
le signal bruite´ yn maintenant caracte´rise´ par un RSB de 0 dB. Il est affiche´ en Fig. 3.1(b), en gardant
la meˆme convention pour les styles de lignes. Les coefficients de synthe`se sont affiche´s en Fig. 3.1(c) en
utilisant le spikegramme introduit en Section 3.2.3.
Ensuite, nous de´convoluons ce signal yn avec le dictionnaire Ψ en utilisant le Q-OMPr avec K = 5
ite´rations. Le signal de´bruite´ yˆn, qui est obtenu en calculant l’approximation K-parcimonieuse de yn,
est affiche´ en Fig. 3.2(a). Les coefficients xl,τ sont le re´sultat de la de´convolution, et sont montre´s
en Fig. 3.2(b). En comparant les Fig. 3.1(c) et Fig. 3.2(b), nous observons que le Q-OMPr identifie
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Fig. 3.2 – Signal quaternionique approxime´ par Q-OMPr (a) et le spikegramme associe´ (b).
bien les coefficients ge´ne´re´s, et l’approximation yˆn est proche du signal original y ; la rRMSE est de
20.1 %. Cette expe´rience est re´pe´te´e 100 fois (avec les coefficients tire´s ale´atoirement), et la rRMSE
moyenne est 22.1%. Ce re´sultat illustre l’efficacite´ du Q-OMPr pour le de´bruitage et la de´convolution
de signaux quaternioniques. Remarquons qu’en Fig. 3.2(b), les coefficients x6,50 et x6,100 sont code´s avec
des amplitudes diffe´rentes mais avec le meˆme quaternion unitaire q.
Fig. 3.3 – Signal quaternionique approxime´ par Q-OMPl (a) et le spikegramme associe´ (b).
Nous comparons ces re´sultats avec ceux obtenus avec le Q-OMPl. De la meˆme manie`re, le Q-OMPl
est utilise´ avec K = 5 ite´rations, donnant le signal de´bruite´ en Fig. 3.3(a). La rRMSE est de 45.8%, et
moyenne´e sur 100 expe´riences, 35.4%. Le spikegramme associe´ est montre´ en Fig. 3.3(b). Nous observons
que les coefficients sont plutoˆt bien retrouve´s, meˆme s’il y a des erreurs dues au fait que le mode`le
multiplicatif n’est pas adapte´ aux donne´es conside´re´es.
Le M-OMP est maintenant compare´, utilise´ dans un cas trivarie´. Le signal quaternionique pur yn
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est maintenant rentre´ dans un signal re´el trivarie´ y
n
∈ RN×3, et il en est de meˆme pour le dictionnaire
de noyaux. Le M-OMP est applique´ avec K = 5 ite´rations, et donne le signal de´bruite´ yˆ
n
affiche´ en
Fig. 3.4(a). La rMSE est de 82.9%, et moyenne´e sur 100 expe´riences, 82.7%. Le spikegramme associe´ est
montre´ en Fig. 3.4(b), en utilisant la visualisation classique (cf Section 1.2.3). Nous observons que les
forts coefficients sont plutoˆt bien retrouve´s, alors que les autres ne le sont pas (notamment au niveau
du de´calage temporel τ , de l’indice de noyau l, et de l’amplitude). Cependant, bien que les plus forts
coefficients soient bien identifie´s, cela n’est pas suffisant pour obtenir une approximation satisfaisante.
En fait, l’approximation parcimonieuse multivarie´e n’est pas adapte´e aux donne´es de cette expe´rience,
e´tant donne´ qu’elle ne prend pas en compte les termes croise´s de la partie quaternionique vectorielle.
Fig. 3.4 – Signal re´el trivarie´ yˆ
n
approxime´ par M-OMP (a) et le spikegramme assoce´ (b).
3.3.2 Comparaisons
Nous comparons maintenant les trois algorithmes dans des conditions plus ge´ne´rales. Nous e´tudions
100 signaux quaternioniques pleins, compose´s de N = 256 e´chantillons. Comme dans l’expe´rience pre´ce´-
dente, les signaux sont ge´ne´re´s comme une combinaison line´aire de K = 15 atomes, avec des coefficients
tire´s ale´atoirement, mais sans bruit. Nous effectuons l’approximation K-parcimonieuse des signaux, et
nous relevons la rRMSE en fonction des ite´rations internes des algorithmes. Cette erreur est ensuite
moyenne´e sur les 100 signaux. Nous distinguons deux cas : le premier ou` les donne´es sont ge´ne´re´es avec
un mode`le line´aire avec multiplication a` droite, et les re´sultats sont affiche´s en Fig. 3.5 ; et le second avec
un mode`le line´aire avec multiplication a` gauche, et les re´sultats sont affiche´s en Fig. 3.6.
Nous constatons que le Q-OMPr (resp. Q-OMPl) donne de meilleurs re´sultats pour les signaux ge´ne´re´s
avec le mode`le multiplicatif a` droite en Fig. 3.5 (resp. a` gauche en Fig. 3.6). Cela prouve bien la ne´cessite´
d’avoir deux algorithmes d’approximation parcominieuse. Le M-OMP se comporte de fac¸on identique
dans les deux cas. Le Q-OMPr (resp. Q-OMPl) n’est pas exactement a` ze´ro pour K = 15 sur la Fig. 3.5
(resp. Fig. 3.6) : ceci est duˆ a` la non-convexite´ de la poursuite `0 qui peut tomber dans un minimum
local en cas de fort recouvrement d’atomes.
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Fig. 3.5 – rRMSE moyenne´e pour le Q-OMPr, le Q-OMPl et le M-OMP sur des signaux simule´s avec multiplication
a` droite, en fonction de l’ite´ration interne k.
3.3.3 Complexite´
Les algorithmes Q-OMPr et Q-OMPl ont les meˆmes complexite´s, car seul l’ordre des variables diffe`re
lors des e´tapes de calcul. Comme constate´ dans l’expe´rience pre´ce´dente, chacun des deux est adapte´ au
mode`le multiplicatif lui correspondant. Par la suite, le Q-OMPr et le Q-OMPl seront rassemble´s sous le
nom Q-OMP.
Maintenant, nous conside´rons un signal quaternionique plein y ∈ HN donnant un signal re´el qua-
drivarie´ y ∈ RN×4. Si les coefficients sont strictement re´els, les me´thodes M-OMP et Q-OMP sont
e´quivalentes ; sinon, le Q-OMP donne de meilleures performances selon son mode`le line´aire qui lui est
propre. D’un point de vue complexite´, la corre´lation quadrivarie´e posse`de V = 4 termes, alors que celle
quaternionique en a 16 : le Q-OMP a donc une complexite´ multiplie´e par 4.
Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ deux me´thodes d’approximation parcimonieuse pour des si-
gnaux quaternioniques. A cause de la non-commutativite´, deux mode`les sont conside´re´s : le Q-OMPr est
de´die´ au mode`le de multiplication a` droite, et le Q-OMPl a` gauche.
Les applications des Q-OMP sont les traitements quaternioniques comme la de´convolution, le de´-
bruitage, la se´lection de variable et tous les traitements habituels utilisant la parcimonie. Une des pistes
a` explorer consiste a` mettre en place un Quaternionic DLA (Q-DLA) en couplant le Q-OMP avec une
e´tape de mise a` jour du dictionnaire par descente de gradient. L’objectif est de fournir un dictionnaire
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Fig. 3.6 – rRMSE moyenne´e pour le Q-OMPr, le Q-OMPl et le M-OMP sur des signaux simule´s avec multiplication
a` gauche, en fonction de l’ite´ration interne k.
quaternionique adapte´ afin d’ame´liorer les re´sultats par rapport a` des dictionnaires classiques, comme
cela a e´te´ largement constate´ dans le cas re´el classique. Par exemple, dans le cas du de´bruitage d’images
couleur [AC12], le dictionnaire analytique utilise les paquets d’ondelettes base´s sur les polynoˆmes qua-
ternioniques.
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Chapitre 4
Repre´sentations invariantes
par rotation 2D
Introduction
Dans les chapitres pre´ce´dents, nous nous sommes inte´resse´s aux signaux multivarie´s et au cas par-
ticulier des signaux quaternioniques qui permettent de traiter des signaux de dimension 3 ou 4 avec
un mode`le spe´cifique. Dans ce chapitre, nous nous restreindrons a` des signaux re´els bivarie´s mais pour
lesquels un degre´ de liberte´ supple´mentaire est inclus avec l’invariance par rotation 2D (en anglais, 2D
rotation invariant (2DRI)). L’application pour illustrer cette approche est naturellement le mouvement
2D pour lequel nous souhaitons que la repre´sentation soit inde´pendante de l’orientation de l’exe´cution
du geste dans l’espace 2D.
Ayant pre´sente´ le M-OMP et le M-DLA, ces me´thodes sont spe´cifie´es dans le cas de l’invariance par
rotation 2D en ajoutant un degre´ de liberte´. Elles seront illustre´es sur des donne´es re´elles d’e´criture
manuscrite.
4.1 Invariance par rotation 2D
Dans cette section, nous expliquons comment inte´grer dans le mode`le multivarie´ pre´ce´demment e´vo-
que´ un degre´ de liberte´ supple´mentaire pour obtenir l’invariance par rotation. Nous ferons aussi un rapide
e´tat de l’art sur les me´thodes d’apprentissage de mouvement.
4.1.1 Formulation du proble`me
Nous traitons de´sormais des donne´es re´elles bivarie´es, i.e. avec V = 2, et le signal de´sormais e´tudie´
est y ∈ RN×2. L’Eq. (2.4) de de´composition du mode`le multivarie´ devient : y[1](t)y[2](t)
 = L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τ
 ψl[1](t− τ)ψl[2](t− τ)
+
 [1](t)[2](t)
 , (4.1)
avec
 repre´sentant la concate´nation multivarie´e, i.e. selon la 3ie`me dimension. Ce cas sera appele´
oriente´ par la suite, e´tant donne´ que les atomes bivarie´s ne peuvent pas tourner, et qu’ils sont de´finis
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dans une orientation fixe´e.
En e´tudiant des signaux bivarie´s tels que des mouvements 2D, nous voulons que leur repre´sentation
soit inde´pendante de leurs orientations. Quelle que soit l’orientation dans laquelle est re´alise´ le mou-
vement, nous souhaitons une de´composition identique : la re´presentation est robuste a` la rotation, et
nous diminuons la redondance du dictionnaire qu’il faudrait apprendre pour chacune des orientations
possibles. L’invariance par rotation implique l’introduction d’une matrice de rotation R ∈ R2×2, d’angle
θl,τ , pour chaque atome bivarie´ ψl(t− τ). Ainsi, l’Eq. (4.1) devient : y[1](t)y[2](t)
 = L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τ R(θl,τ )
 ψl[1](t− τ)ψl[2](t− τ)
+
 [1](t)[2](t)
 . (4.2)
L’approximation parcimonieuse multivarie´e (2.12) spe´cifie´e au cas de l’invariance par rotation 2D devient :
minx,θ
∥∥∥∥∥∥
 y[1](t)y[2](t)
− L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τ R(θl,τ )
 ψl[1](t− τ)ψl[2](t− τ)

∥∥∥∥∥∥
2
F
t.q. ‖x‖0 ≤ K et ∀l ∈ NL, ∀τ ∈ σl, R(θl,τ )R(θl,τ )T = Id . (4.3)
Il nous faut de´sormais estimer les coefficients x et les angles θ.
Dans le cas multicapteurs, nous conside´rons P capteurs faisant l’acquisition de donne´es bivarie´es. Les
capteurs sont physiquement lie´s, et sont donc soumis a` la meˆme rotation. Par exemple, dans un repe`re
spatial carte´sien (x, y), nous e´tudions des signaux bivarie´s issus d’un capteur de vitesse (donnant les
vitesses vx et vy), d’un acce´le´rome`tre (donnant les acce´le´rations ax et ay), d’un gyrome`tre (donnant les
vitesses angulaires gx et gy), etc. Nous souhaitons aussi estimer les coefficients et les angles dans ce cas
multicapteurs.
4.1.2 Me´thodes d’apprentissage de primitives du mouvement
Dans ce paragraphe, nous faisons un rapide e´tat de l’art concernant les me´thodes qui apprennent
des primitives, i.e. atomes, du mouvement. Plusieurs communaute´s telles que la robotique, les neuros-
ciences ou les te´le´communications, sont inte´resse´es par l’apprentissage des primitives spatio-temporelles
spe´cifiques a` des taˆches [SSAS11].
Les donne´es Character Trajectories que nous traiterons dans ce chapitre ont e´te´ initialement traite´es
avec un mode`le de Markov cache´ factoriel et une me´thode d’apprentissage EM [WTS07, WTS08]. Dans
[KSU10], Kim et al. utilisent une factorisation parcimonieuse de tenseur avec des contraintes de normes
mixtes tensorielles pour effectuer un apprentissage multicomposante. Dans [MTSS11, MTS12], Meier
et al. mode´lisent les mouvements par un syste`me dynamique, et un algorithme EM leur permet d’ap-
prendre une librairie de primitives. Dans [DL12], Dai et Lu¨cke utilisent une approche EM variationnelle
pour apprendre des primitives du mouvement dans un cas de donne´es comportant des occlusions. Dans
[VEG12], Vollmer et al. utilisent une factorisation en matrice non-ne´gative qui inte`gre l’invariance par
translation, mais le recouvrement de primitives est pe´nalise´.
Cependant, aucune de ces me´thodes d’extraction de primitives ne traite du proble`me d’invariance
par rotation.
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4.2 Me´thodes 2DRI
Dans cette section, nous pre´sentons l’algorithme d’approximation parcimonieuse 2DRI-OMP qui
re´sout le proble`me (4.3) en utilisant le principe de l’OMP.
4.2.1 Approche 2DRI
Nous cherchons a` adapter le M-OMP (Algorithme 6), qui traite les signaux multivarie´s, au cas 2DRI
pour re´soudre le proble`me pre´sente´ en Eq. (4.3). De´sormais, dans l’e´tape de se´lection (Algorithme 6,
e´tape 6), le but sera de se´lectionner l’atome optimal dans son orientation optimale, et donc de trouver
son angle θlk,τk qui maximise la corre´lation
∣∣Ckl (τ, θl,τ )∣∣. Une approche na¨ıve consiste a` e´chantillonner
la variable θl,τ en Θ angles et d’ajouter un nouveau degre´ de liberte´ dans le calcul des corre´lations
(Algorithme 6, e´tape 4). La complexite´ du calcul est augmente´e d’un facteur Θ par rapport au M-OMP
utilise´ dans le cas oriente´. Notons que cette ide´e est utilise´e pour traiter des signaux bidimensionnels
y ∈ RN1×N2 tels que des images [WEK03, MS11], mais ce proble`me est diffe´rent du noˆtre.
Pour e´viter d’ajouter ce couˆt, nous transformons le signal re´el bivarie´ y ∈ RN×2 en un signal complexe
y ∈ CN :
y ← y[1] + y[2]i , (4.4)
avec i le nombre complexe imaginaire. Les noyaux et les coefficients sont eux aussi complexes. Retrouvant
l’Eq. (1.4) dans un cas complexe, nous appliquons de´sormais le M-OMP spe´cifie´ au cas complexe (cf.
Section 4.2.2) ou` les coefficients complexes codent l’amplitude graˆce au module et l’angle de rotation
graˆce a` l’argument :
xl,τ = |xl,τ | · e i θl,τ . (4.5)
Ainsi, le mode`le (4.2) est transforme´ en complexe graˆce aux Eq. (4.4) et (4.5), et au final, la de´composition
du signal y ∈ CN s’e´crit :
y(t) =
L∑
l=1
∑
τ∈σl
|xl,τ | · e i θl,τ · ψl(t− τ) + (t) . (4.6)
Graˆce au degre´ de liberte´ de rotation ajoute´, les noyaux peuvent maintenant tourner puisqu’ils ne sont
plus fige´s dans une orientation spe´cifique. Les noyaux sont invariants par translation et par rotation,
produisant une de´composition non-oriente´e (M-OMP avec V = 1 et y ∈ CN ), contrairement a` l’approche
pre´ce´dente appele´e oriente´e (M-OMP avec V = 2 et y ∈ RN×2).
Dans le cas multicapteurs, ces P = 3 signaux (vitesse, acce´le´ration et vitesse angulaire) peuvent eˆtre
agre´ge´s ensemble dans un signal y ∈ CN×P tel que :
y ←

vx + vyi
ax + ayi
gx + gyi
 . (4.7)
Avec P capteurs, la de´composition non-oriente´e (4.6) devient :
y(t) =
L∑
l=1
∑
τ∈σl
|xl,τ | · e i θl,τ ·ψl(t− τ) + (t) . (4.8)
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L’angle de la rotation commune est choisi conjointement entre les P composantes complexes. Il en re´sulte
donc une de´composition multicapteurs non-oriente´e (M-OMP avec V = P et y ∈ CN×P). Si les P
capteurs ne sont pas soumis a` la meˆme rotation, les signaux doivent eˆtre traite´s par un autre moyen (cf.
Perspectives).
Cette spe´cification au cas 2DRI de l’approximation parcimonieuse M-OMP (resp. apprentissage de
dictionnaires M-DLA) est maintenant appele´e 2DRI-OMP (resp. 2DRI-DLA). Nous de´taillons mainte-
nant le 2DRI-OMP et le 2DRI-DLA qui analysent des signaux complexes.
4.2.2 Description du 2DRI-OMP et du 2DRI-DLA
Pour traiter des signaux complexes, nous de´finissons le produit scalaire hermitien comme 〈A,B〉 =
Tr(BHA), avec (.)H repre´sentant l’ope´rateur transconjugue´.
Les crite`res utilise´s en Section 2.2 pour le M-OMP (Algorithme 6) doivent eˆtre reconside´re´s dans un
cadre complexe. Nous rappelons qu’a` l’ite´ration courante k, le 2DRI-OMP se´lectionne l’atome qui produit
la plus forte de´croissance (en valeur absolue) de l’erreur quadratique moyenne
∥∥k−1∥∥2
F
= Tr(k−1Hk−1).
L’ope´rateur gradient complexe est introduit par Brandwood [Bra83]. Conside´rant z ∈ C, les re`gles de
de´rivation complexe sont :
∂z∗
∂z
=
∂z
∂z∗
= 0 et
∂z
∂z
=
∂z∗
∂z∗
= 1 . (4.9)
De plus, il montre que la direction de plus forte variation d’une fonction de couˆt a` valeurs re´elles J(z)
par rapport a` z est ∂J/∂z∗ [Bra83]. En notant k−1 = xmφm + k, nous avons :
∂
∥∥k−1∥∥2
F
∂x∗m
= Tr( φm
H k−1 ) =
〈
k−1,φm
〉
. (4.10)
Ainsi, l’atome produisant la plus forte de´croissance de l’erreur est e´quivalent a` l’atome ayant le plus fort
produit scalaire complexe. Dans le cas d’invariance par translation, la corre´lation complexe non-circulaire
Γ ∈ CN1+N2−1 entre les signaux y1(t) ∈ CN1×P et y2(t) ∈ CN2×P est de´finie par :
Γ {y1,y2} (τ) = 〈y1(t),y2(t− τ)〉 . (4.11)
Le M-OMP est donc simplement e´tendu aux complexes avec la nouvelle de´finition du produit scalaire
pour donner le 2DRI-OMP.
Le M-DLA (Algorithme 7) est lui aussi e´tendu aux signaux complexes pour donner le 2DRI-DLA :
il ite`re entre le 2DRI-OMP et une mise a` jour du dictionnaire adapte´e aux complexes. En de´rivant le
crite`re par rapport a` ψ∗l , nous obtenons la mise a` jour des noyaux :
ψil(t) = ψ
i−1
l (t) + (H
i
l + λ
i.I)−1 ·
∑
τ∈σl
xi ∗l,τ ;p 
i−1
p (t+ τ) . (4.12)
La diffe´rence avec l’Eq. (2.21) de mise a` jour du M-DLA re´side dans le fait que le coefficient xil,τ ;p est
de´sormais conjugue´. Dans le 2DRI-DLA, l’initialisation du dictionnaire se fait avec des signaux complexes
(ale´atoires ou issus de l’ensemble d’apprentissage).
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4.2.3 Remarques sur le 2DRI-OMP
Notons que si le nombre d’atomes actifs est K = 1, le proble`me 2DRI conside´re´ est identique au
2D curve matching [SS85]. Schwartz et Sharir fournissent une solution analytique pour calculer R(θl,τ ),
mais cette approche est assez longue puisque le calcul est effectue´ pour chaque noyau l et pour chaque
e´chantillon τ . L’utilisation de signaux complexes comme indique´ pre´ce´demment permet de re´soudre ce
proble`me facilement.
Conside´rant encore K = 1, Vlachos et al. [VGD04] fournissent des signatures invariantes par rotation
2D pour faire de la reconnaissance de trajectoires. Cependant, comme dans la plupart des me´thodes
utilisant des descripteurs invariants, leur me´thode perd le parame`tre de rotation, contrairement a` notre
approche.
4.3 Application aux donne´es d’e´criture manuscrite
Apre`s avoir de´crit les mode`les et les me´thodes 2DRI, nous allons pre´senter leurs applications a`
l’analyse de signaux de mouvement 2D.
4.3.1 Donne´es de mouvements 2D
Nos me´thodes sont applique´es aux signaux de mouvement Character Trajectories qui sont disponibles
sur la base de donne´es de University of California at Irvine (UCI) [FA10]. Ces donne´es comportent
2858 lettres manuscrites qui sont acquises avec une tablette Wacom e´chantillonne´e a` 200 Hz, avec une
centaine d’occurrences de 20 lettres 1 e´crites par la meˆme personne. Les signaux temporels sont les vitesses
carte´siennes vx et vy de la pointe du stylo, ainsi que la de´rive´e de la pression, non conside´re´e dans cette
expe´rience. Une occurrence de chaque lettre de la base de donne´es est repre´sente´e en Fig. 4.1. Comme
les unite´s de vitesse ne sont pas pre´cise´es dans la description de la base de donne´es, nous ne pouvons pas
les de´finir pour cette expe´rience.
Fig. 4.1 – Visualisation d’une occurrence de chaque lettre de la base de donne´es UCI Character Trajectories.
En utilisant les donne´es brutes, nous souhaitons apprendre un dictionnaire adapte´ afin de repre´senter
avec parcimonie les signaux de vitesse. La base de donne´es est divise´e en deux : un ensemble d’appren-
tissage, sur lequel sont applique´s les apprentissages de dictionnaire, qui est compose´ de 20 occurrences
de chaque lettre (soit P = 400 caracte`res), et un ensemble de test pour pouvoir qualifier l’efficacite´ des
repre´sentations parcimonieuses (Q = 2458 caracte`res).
Les expe´riences sont faites dans le cas oriente´ avec le M-DLA et dans le cas non-oriente´ avec le 2DRI-
DLA. Nous rappelons que l’agencement des donne´es varie : dans le cas oriente´, les signaux sont y ←
1. Les 6 lettres ou` le stylo est leve´ ne sont pas conside´re´es.
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 vx ; vy , et dans le cas non-oriente´ y ← vx + vyi. Dans ces deux cas, les algorithmes d’apprentissage
sont initialise´s sur des noyaux de bruit blanc Gaussien.
Trois expe´riences sont maintenant de´taille´es : l’apprentissage des dictionnaires, les de´compositions
sur les donne´es, puis les de´compositions sur les donne´es tourne´es.
4.3.2 Expe´rience 1 : apprentissage de dictionnaires
Dans cette expe´rience, le 2DRI-DLA va fournir un dictionnaire appris non-oriente´, soit en anglais
non-oriented learned dictionary (NOLD). Les vitesses sont utilise´es afin d’avoir des noyaux a` bords
nuls. Cela e´vite l’introduction de discontinuite´s dans le signal durant l’approximation parcimonieuse 2.
Le dictionnaire de noyaux est initialise´ sur du bruit blanc Gaussien en Fig. 4.2(a), et le 2DRI-DLA est
applique´ sur l’ensemble d’apprentissage. Nous obtenons un dictionnaire de noyaux de vitesse montre´
en Fig. 4.2(b), ou` chaque noyau est compose´ d’une partie re´elle vx (bleu) et d’une partie imaginaire vy
(vert). Cette convention pour le style des le´gendes de la Fig. 4.2 sera conserve´e tout au long du chapitre.
(a) De´but de l’apprentissage. (b) Fin de l’apprentissage.
Fig. 4.2 – Apprentissage d’un dictionnaire non-oriente´ : dictionnaire initialise´ sur du bruit blanc Gaussien (a)
et apre`s apprentissage par 2DRI-DLA (b). Chaque noyau est compose´ d’une partie re´elle vx (bleu) et d’une partie
imaginaire vy (vert).
Les signaux de vitesse sont inte´gre´s seulement pour fournir une repre´sentation plus visuelle des
noyaux. Cependant, a` cause de l’inte´gration, deux noyaux de vitesse diffe´rents peuvent fournir des tra-
jectoires (noyaux inte´gre´s) tre`s proches. Le dictionnaire de noyaux inte´gre´s (Fig. 4.3) montre que des
primitives du mouvement sont extraites avec succe`s graˆce au 2DRI-DLA. En fait, les lignes droites
(noyaux l = 4 et 8 par exemple) et courbe´es (noyaux l = 1 et 2 par exemple) de la Fig. 4.3 correspondent
aux motifs e´le´mentaires de l’ensemble des signaux manuscrits. Les e´toiles marquent le point de de´part
des trajectoires.
La question est : comment choisir l’hyper-parame`tre L correspondant a` la taille du dictionnaire de
2. Remarquons aussi que contrairement aux signaux de positions, les signaux de vitesse permettent l’invariance spatiale
(diffe´rente de l’invariance par translation temporelle).
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Fig. 4.3 – Dictionnaire de trajectoires associe´ au dictionnaire NOLD appris par le 2DRI-DLA.
Fig. 4.4 – Matrice d’utilisation du dictionnaire calcule´e sur l’ensemble d’apprentissage. La moyenne des valeurs
absolues des coefficients est donne´e en fonction de l’indice de noyau l et de la lettre des signaux.
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noyaux ? Dans le cas non-oriente´, 9 noyaux sont utilise´s alors que dans le cas oriente´, ce nombre passe a`
12. Ce choix est un compromis empirique entre la rRMSE finale obtenue sur l’ensemble d’apprentissage, la
parcimonie du dictionnaire (petite taille), et l’interpre´tabilite´ du dictionnaire re´sultant (d’autres crite`res
de´pendant de l’application peuvent eˆtre aussi pris en compte).
Comme l’interpre´tabilite´ est un crite`re subjectif, une matrice d’utilisation est mise en place dans un
cas supervise´ (Fig. 4.4). La moyenne des valeurs absolues des coefficients (niveau de gris) calcule´e sur
l’ensemble d’apprentissage est affiche´e en fonction de l’indice du noyau l (ordonne´e) et de la classe du
signal, i.e. la lettre (abscisse). Les lettres sont ordonne´es selon les similarite´s de leurs profils d’utilisation.
Nous pouvons dire qu’un dictionnaire a une bonne interpre´tabilite´ quand des noyaux tre`s utilise´s sont
communs a` des lettres diffe´rentes qui ont des parties communes. Par exemple, les lettres c, e et a ont des
similarite´s de forme et partagent le noyau l = 7. De meˆme, d et p partagent le noyau l = 9.
Fig. 4.5 – Dictionnaire de trajectoires associe´ au dictionnaire OLD appris par le M-DLA.
Nous remarquons aussi que durant le 2DRI-DLA / M-DLA, le 2DRI-OMP / M-OMP fournit une
approximationK-parcimonieuse (cf. Sections 2.3 et 4.2.2).K est le nombre d’atomes actifs, et il de´termine
le nombre de primitives sous-jacentes qui sont cherche´es dans chaque signal et ensuite apprises. Si la taille
du dictionnaire L est trop petite compare´e au nombre ide´al de primitives que nous cherchons, les noyaux
ne seront pas caracte´ristiques d’une forme particulie`re et la rRMSE sera e´leve´e. A l’inverse, si L et K sont
e´leve´s, l’apprentissage de dictionnaire a` tendance a` e´parpiller l’information dans les multiples noyaux.
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Dans ce cas, la matrice d’utilisation sera tre`s lisse, sans noyau caracte´ristique de lettres particulie`res.
Si L est e´leve´ et K est optimal, nous pouvons voir que certains noyaux seront caracte´ristiques et tre`s
utilise´s, tandis que d’autres ne le seront pas. Les lignes de la matrice d’utilisation des noyaux non-utilise´s
sont blanches, et nous pouvons les supprimer pour obtenir un dictionnaire plus compact. Par exemple, le
noyau l = 8 de notre dictionnaire pourrait eˆtre supprime´ (Fig. 4.4). Ainsi, il est pre´fe´rable de le´ge`rement
surestimer L.
Au final, la question cruciale est le choix du parame`tre K. En fait, ce choix est empirique, e´tant donne´
qu’il de´pend du nombre de primitives que l’utilisateur pre´voit dans chaque signal de la base de donne´es
e´tudie´e. Dans notre expe´rience, nous choisissons K = 5, car nous avons constate´ empiriquement que 2–3
primitives principales codent l’information majeure, et que les autres codent les variabilite´s.
L’optimisation non-convexe du 2DRI-OMP / M-OMP et le traitement ale´atoire des signaux d’entraˆı-
nement donnent des dictionnaires diffe´rents a` partir des meˆmes hyperparame`tres. Cependant, la variance
des re´sultats est faible, et soit nous obtenons parfois les meˆmes dictionnaires, soit ils ont des qualite´s
similaires (rRMSE, taille du dictionnaire, interpre´tabilite´). Pour la suites des expe´riences, remarquons
qu’un dictionnaire appris oriente´, oriented learned dictionary (OLD) en anglais, est aussi obtenu avec le
M-DLA. Les trajectoires associe´es sont repre´sente´es en Fig. 4.5.
Fig. 4.6 – Signaux de vitesse originaux (a) et leurs approximations (b) pour cinq occurrences de la lettre d, et
leur spikegramme associe´ (c).
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4.3.3 Expe´rience 2 : de´compositions des donne´es
Pour e´valuer la qualite´ de l’encodage parcimonieux, les de´compositions non-oriente´es de cinq occur-
rences de la lettre d sur le NOLD sont e´tudie´es en Fig. 4.6. Les signaux de vitesse originaux sont affiche´s
en Fig. 4.6(a) et leurs approximations sont affiche´es en Fig. 4.6(b), avec les deux composantes vx et vy. La
rRMSE sur les vitesses est d’environ 12%, avec 4-5 atomes utilise´s pour l’approximation. Les coefficients
complexes
{
xlk,τk
}K
k=1
sont affiche´s sur un spikegramme (Fig. 4.6(c)) condensant quatre informations :
– la position temporelle τk en abscisse,
– l’indice de noyaux lk en ordonne´e,
– l’amplitude du coefficient
∣∣xlk,τk ∣∣ en e´chelle de couleur,
– l’angle de rotation θlk,τk par la valeur re´elle a` coˆte´, donne´ en degre´.
Le faible nombre d’atomes utilise´s pour l’approximation du signal montre la parcimonie de la de´com-
position, qui est appele´ sparse code en anglais. Les atomes principaux sont ceux de plus fortes amplitudes,
comme les noyaux l = 2, l = 4 et l = 9, et ils concentrent une grande part de l’e´nergie. Les atomes se-
condaires codent les variabilite´s entre les diffe´rentes re´alisations de la meˆme lettre. La reproductibilite´
de la de´composition est souligne´e par la re´pe´tition des valeurs d’amplitude et d’angle pour les diffe´rentes
occurrences. La parcimonie et la reproductibilite´ sont les preuves d’un dictionnaire adapte´.
Fig. 4.7 – Lettre d : trajectoire originale (a), trajectoire reconstruite oriente´e (b) et trajectoire reconstruite
non-oriente´e (c).
La trajectoire de la lettre d originale en Fig. 4.7(a) (resp. p en Fig. 4.8(a)) est maintenant reconstruite
avec ses atomes principaux. Nous comparons le cas oriente´ en Fig. 4.7(b) (resp. Fig. 4.8(b)) en utilisant
le OLD et le cas non-oriente´ en Fig. 4.7(c) (resp. Fig. 4.8(c)) en utilisant le NOLD. Comme exemple de
reconstruction, la trajectoire de la lettre d de la Fig. 4.7(c) est reconstruite comme la somme des noyaux
NOLD l = 2, l = 4 et l = 9 (les trajectoires sont en Fig. 4.3), qui sont spe´cifie´s par les amplitudes et les
angles du spikegramme de la Fig. 4.6(c). Maintenant, nous nous inte´ressons a` la barre verticale qui est
commune aux lettres d et p (Fig. 4.7(a) et Fig. 4.8(a)). Pour la coder, le cas oriente´ utilise deux noyaux
diffe´rents : le noyau l = 5 pour d (Fig. 4.7(b), en vert) et le noyau l = 12 pour p (Fig. 4.8(b), en vert).
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Fig. 4.8 – Lettre p : trajectoire originale (a), trajectoire reconstruite oriente´e (b) et trajectoire reconstruite
non-oriente´e (c).
Au contraire, le cas non-oriente´ n’a besoin que d’un seul noyau pour ces deux lettres : le noyau l = 9
(Fig. 4.7(c) et Fig. 4.8(c), en vert), qui est utilise´ avec une diffe´rence d’angles de rotation moyenne de
180◦. Ainsi, l’approche non-oriente´e re´duit la redondance du dictionnaire et fournit un dictionnaire de
noyaux capables de tourner encore plus compact. La de´tection des invariants par rotation permet de
faire de´croˆıtre la taille du dictionnaire de L = 12 pour le OLD a` L = 9 pour le NOLD.
4.3.4 Expe´rience 3 : de´compositions des donne´es tourne´es
Afin de simuler la rotation de la tablette d’acquisition, nous tournons artificiellement les donne´es de
l’ensemble de test. Les lettres sont de´sormais tourne´es d’un angle de -45◦ et de -90◦.
Nous de´composons les signaux de test sur les deux dictionnaires (NOLD et OLD) appris en Sec-
tion 4.3.2. La Fig. 4.9 montre les de´compositions non-oriente´es des seconde et troisie`me occurrences des
exemples utilise´s en Fig. 4.6. Les signaux de vitesse tourne´s de -45◦ en Fig. 4.9(a) (resp. -90◦, Fig. 4.9(d))
sont approxime´s dans le cas non-oriente´ en Fig. 4.9(b) (resp. Fig. 4.9(e)). Dans ces deux cas, la rRMSE
est identique a` l’expe´rience pre´ce´dente, quand les lettres ne sont pas tourne´es. La Fig. 4.9(c) (resp.
Fig. 4.9(f)) montre le spikegramme associe´. Les diffe´rences d’angles des atomes principaux entre les spi-
kegrammes des Fig. 4.6(c), Fig. 4.9(c) et Fig. 4.9(f) correspondent aux perturbations angulaires que nous
avons applique´es, soit -45◦ et -90◦. Cela montre l’invariance a` la rotation de la de´composition 2DRI.
La trajectoire de la lettre d tourne´e de -90◦ en Fig. 4.10(a) est reconstruite avec ses atomes principaux,
en comparant le cas oriente´ en Fig. 4.10(b) en utilisant le OLD, et le cas non-oriente´ en Fig. 4.10(c) en
utilisant le NOLD. Dans le cas oriente´, la rRMSE passe de 15% en Fig. 4.7(b) a` 30% en Fig. 4.10(b),
et l’encodage parcimonieux est moins efficace. De plus, les noyaux (a fortiori les atomes) se´lectionne´s
sont diffe´rents : il n’y a plus de reproductibilite´. La diffe´rence entre ces deux reconstructions montre
la ne´cessite´ d’eˆtre robuste a` la rotation. Dans le cas non-oriente´, la rRMSE est identique quel que soit
l’angle de rotation (Fig. 4.7(c) et Fig. 4.10(c)), et elle est toujours plus faible que dans le cas oriente´.
Les atomes se´lectionne´s sont identiques ce qui montre l’invariance par rotation de la de´composition.
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Fig. 4.9 – Signaux de vitesse tourne´s de -45◦ (a) (resp. -90◦ (d)) et leurs approximations (b) (resp. (e)) pour deux
occurrences de la lettre d, et leurs spikegrammes (c) (resp. (f)).
Fig. 4.10 – Lettre d tourne´e d’un angle -90◦ : trajectoire initiale (a), trajectoire reconstruite oriente´e (b) et
trajectoire reconstruite non-oriente´e (c).
Pour conclure cette section, les me´thodes ont e´te´ valide´es sur des signaux bivarie´s et ont montre´
l’apport de l’encodage parcimonieux invariant par translation et par rotation 2D.
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4.4 Comparaisons
Deux comparaisons sont faites dans cette section : les dictionnaires appris sont d’abord compare´s aux
dictionnaires classiques, puis nous comparons les apprentissages oriente´s et non-oriente´s.
4.4.1 Comparaison avec des dictionnaires classiques
Dans cette section, l’ensemble de test est utilise´ pour la comparaison, mais sans rotation. Seule la
composante vx est conside´re´e, pour eˆtre compare´e aux autres me´thodes dans un cas unicomposante. Nous
comparons les dictionnaires appris pre´ce´demment pour les approches non-oriente´e (le NOLD, avec L = 9)
et oriente´e (le OLD, avec L = 12) avec les dictionnaires parame´triques classiques issus de transforme´es :
la transforme´e de Fourier discre`te (discrete Fourier transform DFT), la transforme´e en cosinus discre`te,
(discrete cosine transform DCT), et la transforme´e en ondelettes biorthogonales 3 (biorthogonal wavelet
transform BWT). Pour chaque dictionnaire, les approximations K-parcimonieuses sont calcule´es sur
l’ensemble de test, et le taux de reconstruction ρ est calcule´ ainsi :
ρ = 1− 1
Q
Q∑
q=1
‖q‖2
‖yq‖2
. (4.13)
Le taux ρ est repre´sente´ en fonction de la parcimonie K en Fig. 4.11.
Fig. 4.11 – Taux de reconstruction ρ sur l’ensemble de test en fonction de la parcimonie K des approximations
pour les diffe´rents dictionnaires.
3. comme les diffe´rents types d’ondelettes donnent des performances similaires, nous pre´sentons seulement la CDF 9/7
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Nous voyons que pour peu de coefficients, les signaux sont mieux reconstruits avec les dictionnaires
appris (NOLD L = 9 et OLD L = 12) qu’avec ceux a` bases de Fourier (DFT et DCT), eux-meˆmes
meilleurs que ceux a` base d’ondelettes (BWT). Ces re´sultats montrent l’efficacite´ de repre´sentation des
dictionnaires appris par rapport aux dictionnaires parame´triques. Si l’apprentissage de dictionnaire est
long compare´ aux transforme´es rapides, il est calcule´ une seule fois pour une application donne´e.
Pour le NOLD, seulement 7 atomes sont requis pour atteindre un taux de 90%, et l’asymptote est
a` 93%. De plus, ρNOLD est toujours supe´rieur a` ρOLD quelle que soit la valeur de K. L’invariance par
rotation est donc utile meˆme sans donne´es tourne´es : elle fournit une meilleure adaptation aux variabilite´s
entre les diffe´rentes re´alisations. Les taux au-dela` de K = 25 ne sont pas repre´sente´s en Fig. 4.11. Si
c’e´tait le cas, nous pourrions voir qu’ils atteignent un taux de reconstruction de 100% : ils ge´ne`rent tout
l’espace contrairement aux dictionnaires appris. Les dictionnaires ge´ne´riques sont des bases de l’espace
alors que les dictionnaires appris peuvent eˆtre conside´re´s comme des bases de l’e´nergie. Dans les DLAs,
l’approximation parcimonieuse se´lectionne les motifs de forte e´nergie, et ces motifs sont ensuite appris.
Ainsi, les parties du signal jamais se´lectionne´es ne sont jamais apprises.
4.4.2 Comparaison entre les apprentissages oriente´s et non-oriente´s
Dans la Section 4.3.4, nous e´valuons seulement l’invariance par rotation des de´compositions avec des
donne´es tourne´es, mais pas l’invariance par rotation de l’apprentissage. Les donne´es de l’ensemble de test
ont e´te´ tourne´es, mais pas celle de l’ensemble d’apprentissage. Ici, nous proposons d’e´tudier l’invariance
par rotation de la me´thode d’apprentissage avec des signaux d’apprentissage tourne´s.
Dans cette comparaison, l’apprentissage et les de´compositions sont effectue´s sur les ensembles de
donne´es Y (contenant l’ensemble d’apprentissage et l’ensemble de test), qui sont tourne´s a` diffe´rents
angles. Y 1 contient les donne´es originales, Y 2 contient les donne´es originales et les donne´es tourne´es de
120◦, Y 3 contient les donne´es originales et tourne´es de 120◦ et 240◦, et Y 4 contient les donne´es originales
et les donne´es tourne´es d’angles ale´atoires. Les ensembles d’apprentissage permettent d’apprendre dif-
fe´rents dictionnaires : le NOLD avec L = 9 noyaux et le OLD avec L = 12, 18, 24 et 30 noyaux. Les
de´compositions sur les ensembles de test donnent le taux de reconstruction ρ pour K = 5.
Table 4.1 – Re´sultats des taux de reconstruction des signaux de vitesse de l’ensemble de test.
ρ (%) Y 1 Y 2 Y 3 Y 4
NOLD L=9 85.8 85.6 85.9 85.0
OLD L=12 81.6 79.6 77.0 77.5
OLD L=18 83.0 81.4 79.98 78.9
OLD L=24 83.9 82.6 81.3 79.4
OLD L=30 84.8 83.5 82.8 80.7
La Table 4.1 donne les re´sultats des taux de reconstruction en fonction des ensembles de donne´es
(colonnes) et du type de dictionnaire (lignes). Pour l’apprentissage non-oriente´, les re´sultats sont simi-
laires pour tous les ensembles de donne´es. Pour les apprentissages oriente´s, la qualite´ des approximations
augmente avec le nombre de noyaux L : les noyaux supple´mentaires permettent de mieux ge´ne´rer l’es-
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pace. Cependant, meˆme avec 30 noyaux, le OLD montre des re´sultats moins bons que le NOLD avec
seulement 9 noyaux. De plus, le taux de reconstruction de´croˆıt quand le nombre d’angles diffe´rents dans
les donne´es augmente, puisque les lettres tourne´es sont conside´re´es comme de nouvelles lettres.
Ces re´sultats permettent seulement de voir la qualite´ des approximations, mais pas l’invariance par
rotation ni la reproductibilite´ des de´compositions. Pour ce faire, un crite`re de similarite´ est mis en
place, en utilisant la matrice d’utilisation. Comme explique´ en Section 4.3.2, cette matrice est forme´e en
calculant les moyennes des valeurs absolues des coefficients des de´compositions.
Fig. 4.12 – Matrice d’utilisation pour le OLD (L = 12) sur l’ensemble Y 2. La moyenne des valeurs absolues des
coefficients est donne´e en fonction de l’indice de noyau l et de la lettre du signal. Les lettres avec ′ sont celles qui
sont tourne´es.
En Fig. 4.12, les valeurs sont donne´es en fonction de l’indice de noyau l (ordonne´e) et de la lettre du
signal (abscisse). La Fig. 4.12 montre la matrice d’utilisation calcule´e sur Y 2 pour le OLD, avec L = 12.
Nous voyons que ce ne sont pas les meˆmes noyaux qui sont utilise´s pour coder une lettre et sa version
tourne´e, note´e (.)′, comme la lettre d sur les Fig. 4.7(b) et 4.10(b). Pour e´valuer ce phe´nome`ne, le crite`re
de similarite´ c est de´fini comme la moyenne des produits scalaires normalise´s entre la colonne d’une lettre
et celle de sa version tourne´e.
Table 4.2 – Re´sultats des crite`res de similarite´ des matrices d’utilisation de l’ensemble de test.
c (%) Y 2 Y 3 Y 4
NOLD L=9 100 100 100
OLD L=12 18.7 24.7 67.3
OLD L=18 14.1 17.2 60.6
OLD L=24 15.2 12.3 58.8
OLD L=30 6.3 9.0 57.8
La Table 4.2 re´sume le produit scalaire moyen c donne´ en pourcentage en fonction des ensembles
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de donne´es (colonnes) et du type de dictionnaire (lignes). La de´finition du crite`re et la composition des
ensembles de test ont e´te´ choisies pour donner c = 100% dans le cas de re´fe´rence non-oriente´. Il reste a`
100% quel que soit l’ensemble de donne´es, ce qui montre l’invariance par rotation. Cependant, en re´alite´,
il n’est pas utile de re´aliser l’apprentissage sur des donne´es tourne´es. Comme constate´ en Section 4.3.4,
l’apprentissage non-oriente´ sur les donne´es originales est suffisant pour fournir un dictionnaire adapte´
qui est robuste aux rotations.
Pour les apprentissages oriente´s, si les dictionnaires de plus grandes tailles donnent les meilleurs taux
de reconstruction (Table 4.1), ils ont les crite`res de similarite´ les plus mauvais, puisque un trop grand
nombre de noyaux a tendance a` disperser l’information. Ainsi, augmenter artificiellement la taille du
dictionnaire n’est pas une bonne ide´e pour l’encodage parcimonieux, parce que cela de´grade les re´sultats
en terme de reproductibilite´ des de´compositions. De plus, augmenter le nombre d’angles diffe´rents dans
les donne´es donne de meilleures reproductibilite´s, puisque les signaux n’influencent plus l’apprentissage
par une orientation fixe et, par conse´quent, les noyaux oriente´s sont plus ge´ne´raux.
4.5 Discussions
4.5.1 Conside´rations sur le mode`le 2DRI
L’apprentissage de dictionnaire permet d’extraire les primitives des signaux. Le dictionnaire re´sul-
tant peut eˆtre vu comme un catalogue de motifs e´le´mentaires qui sont de´die´s a` l’application conside´re´e
et qui ont un sens physique, contrairement aux dictionnaires classiques comme les ondelettes, curve-
lettes, etc. Ainsi, les de´compositions faites sur un tel dictionnaire sont la combinaison parcimonieuse de
causes sous-jacentes. L’erreur faible des de´compositions parcimonieuses montre l’efficacite´ de l’encodage
parcimonieux.
L’approche non-oriente´e re´duit la taille du dictionnaire L de deux manie`res :
– quand les signaux ne peuvent pas tourner, l’approche non-oriente´e de´tecte les invariants par rota-
tion (la barre verticale des lettres d et p par exemple), ce qui re´duit la taille du dictionnaire.
– quand les signaux peuvent tourner, pour fournir un encodage parcimonieux efficace, l’approche
oriente´e doit apprendre les primitives du mouvement pour tous les angles possibles. A l’inverse, un
seul apprentissage est suffisant pour l’approche non-oriente´e : cela produit une vraie diminution de
la taille du dictionnaire.
De cette manie`re, le cas d’invariance par translation et par rotation fournit un dictionnaire appris Ψ
compact. De plus, l’approche non-oriente´e permet la robustesse a` n’importe quelle direction d’e´criture
(rotation de la tablette d’acquisition) et n’importe quelle inclinaison d’e´criture (variabilite´s intra et inter
utilisateurs). En ajoutant une e´tape de traitement, l’information sur les angles permet de de´terminer
l’angle de la direction d’e´criture.
En re´sume´, avec ce mode`le de repre´sentation invariante par translation temporelle et par rotation 2D,
chaque noyau est potentiellement de´multiplie´ en une famille d’atomes translate´s a` tous les e´chantillons
et tourne´s a` tous les angles. Ainsi, le dictionnaire de noyaux invariants ge´ne`re un dictionnaire d’atomes
tre`s redondant, qui est donc ide´al pour repre´senter les donne´es e´tudie´es redondantes.
95
4.5.2 Limitations de la me´thode
En regardant les de´compositions non-oriente´es d’autres lettres, nous observons des proble`mes de
stabilite´. Nous e´tudions plus particulie`rement deux occurrences de la lettre v. Nous affichons la trajectoire
originale de la premie`re (resp. deuxie`me) occurrence de la lettre v en Fig. 4.13(a) (resp. Fig. 4.14(a)),
et sa trajectoire reconstruite non-oriente´e en Fig. 4.13(b) (resp. Fig. 4.14(b)). Nous observons que les
deux occurrences n’ont pas les meˆmes de´compositions : elles n’utilisent pas les meˆmes noyaux aux meˆmes
moments. La de´composition de la premie`re occurrence est optimale, alors que celle de la deuxie`me est
un minimum local. Pour la deuxie`me occurrence, a` la premie`re ite´ration, le 2DRI-OMP a se´lectionne´
le noyau l = 7 pour repre´senter au mieux la lettre v, dont la forme est plus serre´e que la premie`re
occurrence. Cette diffe´rence a pour origine la non-convexite´ de l’OMP qui est une minimisation `0. Cet
algorithme est dit glouton car il espe`re obtenir l’optimum global par des choix successifs d’optima locaux.
L’inconve´nient majeur de ce phe´nome`ne est la non-reproductibilite´ des de´compositions.
Fig. 4.13 – Premie`re occurrence de la lettre v : trajectoire originale (a) et trajectoire reconstruite non-oriente´e
(b).
Comme explique´ en Section 1.3.2 a` propos des me´thodes d’apprentissage online, dans un processus
ite´ratif, chaque e´tape n’a pas besoin d’eˆtre minimise´e parfaitement pour atteindre l’optimum global.
Ainsi, incluse dans un DLA, une poursuite `0 ne pe´nalise pas l’apprentissage du dictionnaire. Mais une
fois le dictionnaire appris, les de´compositions ulte´rieures re´alise´es avec le dictionnaire appris et avec une
poursuite `0 peuvent s’ave´rer eˆtre des solutions locales, comme constate´ ici avec la lettre v. L’ide´al est
donc d’utiliser une me´thode de type `0 durant l’apprentissage, qui est rapide et dont la non-convexite´
n’est pas pe´nalisante, puis d’utiliser une me´thode de type `1 pour effectuer les de´compositions adapte´es
sur le dictionnaire appris.
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Fig. 4.14 – Deuxie`me occurrence de la lettre v : trajectoire originale (a) et trajectoire reconstruite non-oriente´e
(b).
Conclusion
Conside´rant des signaux bivarie´s, nous voulons que leurs repre´sentations soient inde´pendantes de
l’orientation du mouvement dans l’espace 2D. Pour fournir une de´composition invariante par rotation
2D, les me´thodes multivarie´es sont spe´cifie´es au cas d’invariance par rotation 2D sous les noms de 2DRI-
OMP et 2DRI-DLA. L’invariance par rotation est utile, mais pas seulement quand les donne´es sont
tourne´es, e´tant donne´ qu’elle permet de mieux coder les variabilite´s. Ces me´thodes sont applique´es avec
succe`s a` des donne´es d’e´criture manuscrite.
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Chapitre 5
Repre´sentations invariantes
par rotation 3D
Introduction
Dans le chapitre pre´ce´dent, nous avons e´tudie´ l’invariance par rotation 2D qui est adapte´e pour l’ana-
lyse de signaux de mouvements plans. Il est naturel de se poser la question concernant les mouvements
en ge´ne´ral, i.e. effectue´s sans restriction dans l’espace 3D. C’est pourquoi, dans ce chapitre, nous e´tu-
dions des signaux trivarie´s pour les mouvements 3D. Nous souhaitons mettre en place une de´composition
invariante par rotation 3D (en anglais, 3D rotation invariant (3DRI)) afin que la repre´sentation de ces si-
gnaux trivarie´s soit inde´pendante de leurs orientations. Ce chapitre peut donc eˆtre vu comme l’extension
au cas 3D du chapitre pre´ce´dent, afin de satisfaire les meˆmes objectifs que le cas 2D. Cependant, cette
extension n’est pas triviale : elle va poser de nouveaux verrous et nous montrerons lesquels et comment
les lever.
Apre`s un e´tat de l’art sur les de´compositions 3D effectue´ a` la frontie`re de plusieurs domaines, nous
pre´senterons les me´thodes de de´composition et d’apprentissage invariants par rotation 3D. Ces me´thodes
seront compare´es et valide´es sur des donne´es simule´es, puis illustre´es sur des donne´es re´elles de Langage
Parle´ Comple´te´.
5.1 Invariance par rotation 3D
Nous traitons de´sormais des donne´es re´elles trivarie´es, i.e. avec V = 3. Toutes les variables sont
transpose´es par rapport au pre´ce´dent chapitre. Nous e´tudions un signal trivarie´ y ∈ R3×N compose´ de N
e´chantillons, et un dictionnaire norme´ Ψ de noyaux multivarie´s ψl ∈ R3×Tl . Nous de´finissons le produit
scalaire comme 〈A,B〉 = Tr(ABT ) et la norme de Frobenius associe´e est note´e ‖.‖F .
Pour obtenir l’invariance par rotation 3D, nous introduisons une matrice de rotation Rl,τ ∈ R3×3
pour chaque atome trivarie´ ψl(t− τ) :
y(t) =
L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τ Rl,τ ψl(t− τ) + (t) . (5.1)
De´sormais, il faut estimer les coefficients x et les matrices de rotation R sous contrainte d’orthogonalite´.
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L’approximation parcimonieuse multivarie´e (2.12) spe´cifie´e au cas de l’invariance par rotation 3D devient :
minx,R
∥∥∥∥∥ y(t)−
L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τ Rl,τ ψl(t− τ)
∥∥∥∥∥
2
F
t.q. ‖x‖0 ≤ K et ∀l ∈ NL,∀τ ∈ σl, Rl,τRTl,τ = Id . (5.2)
Nous rappelons ici que nous travaillons avec des donne´es tricomposantes et non tridimensionnelles.
Un signal temporel y ∈ R3×N avec 3 composantes est abusivement qualifie´ de tridimensionnel. En fait,
ce signal est tricomposant (tricanal ou trivarie´ selon le mode`le d’analyse choisi) et non tridimensionel.
Un signal tridimensionnel (dimension 3) serait y ∈ RN1×N2×N3 tel que les images vide´o, les images
hyperspectrales ou d’autres donne´es cubiques.
5.2 Etat de l’art des de´compositions 3D
Diffe´rentes communaute´s (vision par ordinateur, traitement du signal, statistique, robotique et ap-
prentissage) sont inte´resse´es par la rotation 3D de motifs. Avec des terminologies diffe´rentes, ces domaines
traitent souvent des meˆmes proble`mes. Dans un premier temps, nous faisons une revue des mode`les de
de´composition de trajectoires 3D, et ensuite nous e´tudierons les proble`mes proches du proble`me d’ap-
proximation parcimonieuse (5.2).
5.2.1 Mode`les de de´compositions tricomposantes
Dans un espace 3D, un signal tricomposantes dessine une trajectoire 3D compose´e de N e´chantillons
temporels. Elle est de´compose´e sur des motifs e´le´mentaires, et est donc de´crite comme la somme de K
vecteurs de bases. Plusieurs mode`les peuvent eˆtre conside´re´s pour e´tudier cette trajectoire.
En vision par ordinateur, Akhter et al. de´crivent un objet 3D non rigide compose´ de P points comme
P trajectoires temporelles compose´es de N e´chantillons [ASKK11]. Dans un premier temps, nous consi-
de´rerons la trajectoire 3D d’un seul point. La trajectoire 3D y ∈ R3×N est de´finie telle que :
y =
K∑
k=1
ak fk , (5.3)
avec ak ∈ R3×1 les coefficients, et fk ∈ R1×N les vecteurs de trajectoire. Ainsi, la trajectoire y est la
somme de K vecteurs de trajectoire [fk]
K
k=1. La dualite´ entre le mode`le fonde´ sur une base de vecteurs de
trajectoire et celui fonde´ sur une base de vecteurs de forme [BHB00] est de´montre´e dans [ASKK11]. Le
mode`le (5.3) s’ave`re eˆtre un mode`le multicanal, comme e´voque´ au Chapitre 2. Akhter et al. utilisent des
bases telles que la DCT ou issus de la PCA dans leurs de´compositions [ASKK11], et ils veulent que ces
de´compositions soient compactes. Cependant, ils ignorent comment choisir la constante K et comment
se´lectionner K vecteurs parmi les N possibles. Ainsi, un compromis manuel (entre K et l’erreur re´si-
duelle) est utilise´ sur une recherche exhaustive parmi toutes les possibilite´s pour de´terminer les vecteurs
optimaux. Pour re´soudre ce proble`me, une approximation parcimonieuse multicanale sera utilise´e pour
nos expe´riences comparatives.
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(a)
(b)
(c)
Fig. 5.1 – Illustration des trois mode`les pour de´crire une trajectoire 3D : le mode`le multicanal (a) de´crit en
Eq. (5.3), le mode`le multivarie´ (b) de´crit en Eq. (5.4) et le mode`le 3DRI (c) de´crit en Eq. (5.5).
En traitement du signal, un signal temporel multicomposante est de´crit dans le Chapitre 2 comme la
somme d’atomes multivarie´s. En conside´rant ici le cas particulier tricomposantes, la trajectoire 3D de N
e´chantillons est vue comme la somme de K trajectoires 3D. La trajectoire y ∈ R3×N est de´finie comme :
y =
K∑
k=1
xk φk , (5.4)
avec xk ∈ R les coefficients, et φk ∈ R3×N les atomes 3D. Comme explique´ en Chapitre 2, ce mode`le
multivarie´ multiplie chaque trajectoire trivarie´e φk par un coefficient alors que le mode`le multicanal
multiplie chaque trajectoire monocomposante fk par trois coefficients. Le mode`le trivarie´ 5.4 est re´solu
en utilisant le M-OMP introduit au Chapitre 2 qui se´lectionne K atomes actifs parmi les M atomes
possibles du dictionnaire.
Le but de ce chapitre est de fournir un mode`le incluant une invariance a` la rotation 3D, et il sera
nomme´ 3DRI. Ainsi, une matrice de rotation Rk ∈ R3×3 est applique´e a` chaque atome φk et le mo-
de`le (5.4) devient :
y =
K∑
k=1
xk Rk φk . (5.5)
Chaque matrice de rotation Rk doit eˆtre orthogonale, i.e. elle doit ve´rifier la condition : RkR
T
k = Id.
La trajectoire y est repre´sente´e comme la somme de trajectoires 3D capables de tourner. Les diffe´rences
entre ces trois mode`les de de´composition de trajectoires 3D sont illustre´es en Fig. 5.1.
Le mode`le 3DRI (5.5) permet aux atomes de tourner, mais nous avons besoin d’une me´thode d’ap-
proximation spe´cifique qui estiment aussi les matrices de rotation. Nous voulons donc estimer les coef-
ficients x = [xk]
K
k=1 et les matrices de rotation R = {Rk}Kk=1 au sens des moindres carre´s. Le proble`me
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s’e´crit :
minx,R
∥∥∥∥∥ y −
K∑
k=1
xk Rk φk
∥∥∥∥∥
2
F
t.q. ∀k ∈ NK , RkRTk = Id . (5.6)
Cette e´quation est une version simplifie´e de l’Eq. (5.2) pour pouvoir se comparer a` l’e´tat de l’art.
5.2.2 Proble`mes de minimisation 3D
Dans ce paragraphe, nous faisons la revue des proble`mes de minimisation proches de notre proble`me
d’inte´reˆt (5.2).
Recalage 3D rigide ou proble`me de Procrustes orthogonal
Nous conside´rons ici une transformation rigide compose´e d’une rotation 3D rotation R et d’une
translation spatiale T entre un atome trivarie´ φ et le signal original y. Le proble`me de Procrustes
orthogonal consiste a` trouver les parame`tres R et T tel que :
minR,T ‖ y −R φ− T ‖2F t.q. RRT = Id . (5.7)
Eggert et al. [ELF97] font la revue des principales me´thodes qui donnent une solution analytique a` ce
proble`me de recalage 3D rigide : par SVD [Sch66, Kan94], par les quaternions unitaires [Hor87], par
matrice orthonormale [Hor88], et par les quaternions duaux [WSV91].
Le proble`me multivues reconstruit le signal y a` partir de plusieurs observations φk prises sous diffe´-
rents angles [KPJR91, BSGL96, BS98]. Comme les diffe´rentes prises de vues se recouvrent, le proble`me
s’e´crit :
minR,T
∥∥ y − ∪Kk=1Rk φk + Tk ∥∥2F t.q. ∀k ∈ NK , RkRTk = Id , (5.8)
avec Rk la matrice de rotation et Tk la translation associe´es a` l’atome trivarie´ φk. Cette formulation est
diffe´rente de notre proble`me (5.6) ; dans l’Eq. (5.8), l’union des atomes est conside´re´e et non la somme
comme dans l’Eq. (5.6). La diffe´rence entre ces deux proble`mes est illustre´e en Fig. 5.2 avec des motifs
1D (au lieu de 3D, pour une meilleure visualisation).
Proble`mes de Procrustes ge´ne´ralise´s
Conside´rant plusieurs e´le´ments φk, l’analyse de Procrustes ge´ne´ralise´e [Gow75, GD04, Gow10] re´sout
le proble`me :
minR
K∑
i<j
∥∥Ri φi −Rj φj ∥∥2F t.q. ∀k ∈ NK , RkRTk = Id , (5.9)
avec K ≥ 2. Ce proble`me, re´solu en ajoutant des contraintes et en utilisant une moyenne groupe´e, est
diffe´rent du proble`me (5.6).
Dans [GD04], Gower et Dijksterhuis font la revue de multiples proble`mes de Procrustes diffe´rents et
de beaucoup de ge´ne´ralisations. Cependant, ils ne parlent pas du proble`me (5.6).
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(a) Union. (b) Somme.
Fig. 5.2 – Illustration de la diffe´rence entre l’union (a) et la somme (b) de trois motifs 1D {φ1, φ2, φ3}.
3D matching
Compare´ au proble`me (5.7), la translation spatiale n’est plus conside´re´e ici, et ψ(t) est un noyau
translatable (comple´te´ avec des ze´ro pour avoir N e´chantillons). Le proble`me de robotique 3D curve
matching est formalise´ par :
minR,τ ‖ y(t)−R ψ(t− τ) ‖2F t.q. RRT = Id , (5.10)
avec τ le de´calage d’e´chantillons. Ce proble`me est re´solu en calculant la matrice de rotation optimale
R (par une me´thode base´e sur une matrice orthonormale) pour chaque e´chantillon τ [SS85, BSSS86].
De plus, parame´tre´e de cette manie`re, la me´thode n’est pas invariante a` l’e´chelle puisqu’il n’y a pas
de facteur d’e´chelle dans l’optimisation. Sans de´calage τ , nous retrouvons simplement le proble`me de
recalage 3D rigide (5.7).
Pour finir, nous e´voquons l’algorithme iterative closest point (ICP) [BM92, RL01] qui permet de
faire co¨ıncider deux ensembles de points 3D, avec l’un e´tant un sous-ensemble de l’autre. Conside´rant
y comme un ensemble de N points 3D, et φ comme un ensemble de η points 3D, avec η > N , φΓ est
un sous-ensemble de φ compose´ de N points 3D indexe´s par l’ensemble d’indices Γ. L’algorithme ICP
re´sout le proble`me suivant :
minΓ,R,T ‖ y −R φΓ − T ‖2F t.q. RRT = Id . (5.11)
Cet algorithme utilise des signatures de forme pour identifier les N indices de Γ parmi les η possibles, et
cette optimisation est fortement non-convexe.
Remarquons que tous les proble`mes que nous venons d’e´voquer dans cet e´tat de l’art sont diffe´rents
de notre proble`me (5.6). Si certaines optimisations e´voque´es pre´ce´demment s’appliquent autant a` des
formes qu’a` des trajectoires, par la suite nous travaillerons sur des signaux de trajectoires.
5.2.3 Proble`me complet
En combinant maintenant les proble`mes d’invariance par translation (cf. Section 1.1.3) et par rotation
3D, nous retrouvons l’Eq. (5.2) qui combine l’Eq. (2.12) dont l’optimisation est NP-difficile et l’Eq. (5.6)
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dont nous ignorons s’il existe une solution analytique.
L’Eq. (5.2) a deux cas particuliers de´ja` re´solus : quand K = 1, nous retrouvons le 3D curve matching de
l’Eq. (5.10) ; et quand Rk = Id, nous retrouvons l’approximation parcimonieuse de l’Eq. (2.12) avec des
signaux trivarie´s, et elle est re´solue par le M-OMP. Dans la suite de ce chapitre, nous proposons deux
optimisations non-convexes pour re´soudre ce proble`me particulie`rement difficile.
La rotation 3D est un proble`me difficile, qui est souvent contourne´ au lieu d’eˆtre re´solu. Pour faire
de la reconnaissance de trajectoires, la plupart des me´thodes n’estiment pas les parame`tres de rotation,
mais utilisent des descripteurs invariants a` la rotation [CAS05, BMB+09], aussi appele´s signatures de
forme. Comme les parame`tres de rotation ne sont pas calcule´s, cela engendre une perte d’information
contrairement a` la me´thode que nous proposons ici.
5.3 MP invariant par rotation 3D
Dans cette section, nous de´taillons d’abord la me´thode choisie pour le recalage 3D qui sera l’e´tape
centrale des algorithmes introduits. Ensuite, une optimisation non-convexe base´e sur le MP est pre´sente´e
pour re´soudre le proble`me d’approximation parcimonieuse (5.2) et elle est appele´e 3DRI-MP.
5.3.1 Recalage 3D par SVD
Le proble`me de recalage (5.7) est conside´re´ ici avec un atome trivarie´ norme´ φ ∈ R3×N et un facteur
d’e´chelle, mais sans translation spatiale. Les parame`tres cherche´s sont la rotation R et le facteur d’e´chelle
x :
minx,R ‖ y − x R φ ‖2F t.q. RRT = Id . (5.12)
Pour re´soudre ce proble`me de recalage 3D, la me´thode par SVD est choisie parmi les autres parce que
c’est la moins couˆteuse d’un point de vue calculatoire, et parce qu’elle traite facilement les cas particuliers
du bruit et de motifs coplanaires [ELF97]. Introduite par Schonemann [Sch66] pour re´soudre le proble`me
de Procrustes orthogonal, la me´thode par SVD est rede´couverte par Arun et al. [AHB87], mais elle e´choue
dans les cas particuliers e´voque´s ci-dessus. Elle est ame´liore´e par Umeyama [Ume91], et finalement par
Kanatani [Kan94] qui assure que R est une rotation (det R = 1) et non une re´flexion (det R = −1). La
me´thode choisie, de´crite par l’Algorithme 10, est re´sume´e en cinq e´tapes. Apre`s le calcul de la matrice
de corre´lation entre le signal y et l’atome φ : Mc = yφ
T ∈ R3×3 (e´tape 1), sa SVD est effectue´e :
(U,Σ1, V ) = SVD(Mc) (e´tape 2). En de´finissant la matrice Σ2 telle que (e´tape 3) :
Σ2 =
 1 1
det(UV T )
 , (5.13)
la rotation optimale est : R = UΣ2V
T (e´tape 4). La valeur de corre´lation qui donne le facteur d’e´chelle
est calcule´e par : x = Tr(RφyT ) = Tr(Σ2Σ1) ≥ 0 (e´tape 5).
Cette me´thode de recalage sera l’e´tape centrale des algorithmes de de´composition 3DRI. La de´mons-
tration du proble`me de Procrustes orthogonal est de´taille´e en Annexe 7.7.
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Algorithm 10 : (x,R) = Recalage SVD (φ,y)
1: Matrice de corre´lation : Mc ← yφT
2: SVD : (U,Σ1, V )← SVD(Mc)
3: Matrice Σ2 : Σ2 ← diag(1, 1,det(UV T ))
4: Matrice de rotation optimale : R← UΣ2V T
5: Valeur de corre´lation : x← Tr(Σ2Σ1)
5.3.2 Description du 3DRI-MP
Dans cette section, le 3DRI-MP qui re´sout le proble`me (5.2) est explique´ et justifie´ pas a` pas. Un
signal trivarie´ y ∈ R3×N et un dictionnaire Ψ de noyaux trivarie´s sont conside´re´s. Nous rappelons
que le dictionnaire est norme´, ce qui signifie que chaque noyau est norme´. Etant donne´ ce dictionnaire
trivarie´ redondant, le 3DRI-MP produit une approximation parcimonieuse du signal y, comme de´crit
dans l’Algorithme 11.
L’initialisation (e´tape 1) alloue le signal e´tudie´ y au re´sidu 0. A l’ite´ration courante k, l’algorithme
se´lectionne l’atome qui produit la plus forte de´croissance de la MSE
∥∥k−1(t)∥∥2
F
. En notant k−1(t) =
xl,τRl,τψl(t − τ) + k(t) et en utilisant les re`gles de de´rivation de la trace d’une matrice [PP08], nous
avons :
∂
∥∥k−1(t)∥∥2
F
∂xl,τ
=
∂Tr
(
k−1(t)k−1(t)T
)
∂xl,τ
= 2 Tr
(
Rl,τψl(t− τ) k−1(t)T
)
= 2
〈
Rl,τψl(t− τ), k−1(t)
〉
.
(5.14)
Ceci est e´quivalent a` trouver l’atome recale´ le plus corre´le´ au re´sidu k−1(t). La valeur de corre´lation
xkl,τ = Tr(R
k
l,τ ψl(t − τ) k−1(t)
T
) est calcule´e pour chaque de´calage temporel τ , avec Rkl,τ la rotation
optimale pour recaler ψl(t − τ) sur k−1(t). Pour effectuer cette e´tape, l’algorithme Recalage SVD est
applique´ pour chaque τ et chaque l = 1..L (e´tape 5) et ensuite, le maximum des valeurs xkl,τ (≥ 0) est
recherche´ pour se´lectionner l’atome optimal (e´tape 7), qui est caracte´rise´ par son indice de noyau lk et sa
position τk. Les atomes se´lectionne´s forment un dictionnaire actif. Le vecteur x accumule les coefficients
actifs qui sont les valeurs de corre´lation maximales (e´tape 8). Les matrices de rotation associe´es sont
groupe´es dans R (e´tape 9) et le re´sidu courant est calcule´ (e´tape 10).
Diffe´rents crite`res d’arreˆt (e´tape 12) peuvent eˆtre utilise´s : un seuil sur le nombre d’ite´rations k ou
un seuil sur la rRMSE
∥∥k∥∥
F
/ ‖y‖F . A la fin, le 3DRI-MP fournit une approximation K-parcimonieuse
de y en utilisant les K atomes actifs :
yˆK =
K∑
k=1
xklk,τk R
k
lk,τk ψlk(t− τk) . (5.15)
5.3.3 Remarques sur le 3DRI-MP
Sans conside´rer la non-convexite´ de l’algorithme, s’il n’y a pas de recouvrement entre les atomes
se´lectionne´s, le 3DRI-MP donne la projection orthogonale du signal sur le dictionnaire actif en Eq. (5.2).
Sinon, il est sous-optimal puisque les recouvrements ge´ne`rent des termes de corre´lation qui ne sont pas
traite´s par le 3DRI-MP, comme observe´ dans [BLM12]. La diffe´rence avec le 3DRI-OMP sera explique´e
apre`s.
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Algorithm 11 : (x,R) = 3DRI MP (y,Ψ)
1: initialisation : k = 1, re´sidu 0 = y, x = ∅, R = ∅
2: repeat
3: for l← 1, L do
4: Recalage 3D pour chaque τ :
5: (xkl,τ , R
k
l,τ )← Recalage SVD (ψl(t− τ), k−1(t) )
6: end for
7: Se´lection : (lk, τk)← arg max l,τ xkl,τ
8: Coefficients actifs : x← [ x ; xlk,τk ]
9: Matrices actives : R ← R ∪ Rk
lk,τk
10: Re´sidu : k ← k−1 − xk
lk,τk
Rk
lk,τk
ψlk(t− τk)
11: k ← k + 1
12: until crite`re d’arreˆt
La description de l’Algorithme 11 est de´taille´e pour le rendre clair et intuitif, mais sa complexite´
est en O(N2). Une imple´mentation plus rapide est possible. En effet, chacun des neuf e´le´ments des N
matrices de corre´lation Mc(l, τ) = 
k−1(t) ψl(t− τ)T peut d’abord eˆtre calcule´ par FFT en O(N logN)
pour chaque τ et ensuite les N recalages 3D sont calcule´s en O(N). La complexite´ re´sultante est en
O(N logN).
Dans la lance´e du chapitre pre´ce´dent, l’ide´e intuitive pour re´soudre le proble`me d’approximation
parcimonieuse (5.2) est d’utiliser les quaternions (cf. Section 3.1.1) qui sont souvent utilise´s pour traiter
les rotations 3D [Han06]. Cependant, cela s’ave`re ne pas eˆtre possible pour re´soudre ce proble`me. En
effet, la rotation d’un atome quaternionique pur φ ∈ HN s’e´crit :
φr = q φ q
∗ , (5.16)
avec q ∈ H un quaternion unitaire effectuant la rotation de l’atome. Ce mode`le est non-line´aire contrai-
rement aux de´compositions parcimonieuses. Aussi, lors d’une se´lection ite´rative spe´cifie´e a` ce mode`le,
nous aurions :
k−1 = xm qm φm q∗m + 
k = q˜m φm q˜
∗
m + 
k . (5.17)
En appelant J le crite`re J =
∥∥k−1∥∥2
2
, la de´rive´e ∂J/∂q˜m de´pend encore de la valeur cherche´e q˜m. Ainsi,
le maximum de la de´rive´e ne peut pas eˆtre seulement calcule´ avec les variables k−1 et φm comme c’est le
cas dans le MP ou l’OMP. Par conse´quent, l’e´tape de se´lection du MP/OMP ne peut pas eˆtre ge´ne´ralise´e
au mode`le quaternionique (5.16) pour re´soudre le proble`me (5.12). Remarquons que [ZSD12] utilise les
quaternions pour repre´senter les donne´es comme une combinaison de rotations e´le´mentaires apprises, et
non comme une somme d’atomes capables de tourner.
5.4 OMP invariant par rotation 3D
Apre`s avoir introduit le 3DRI-MP qui n’assure pas une projection orthogonale, nous introduisons le
3DRI-OMP qui est sa version orthogonale. Les similarite´s et les diffe´rences sont d’abord explique´es, et
l’algorithme est ensuite de´taille´.
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5.4.1 Description du 3DRI-OMP
Dans le 3DRI-MP de´crit dans l’Algorithme 11, le coefficient de de´composition xk
lk,τk
de l’atome
se´lectionne´ ψlk(t − τk) est la valeur de corre´lation maximale (e´tape 8), et de meˆme pour la matrice de
rotation Rk
lk,τk
(e´tape 9). Il fournit une solution approche´e de l’Eq. (5.2), mais elle n’est pas optimale
au sens des moindres carre´s e´tant donne´ qu’elle ne prend pas en compte les termes de corre´lation cause´s
par les recouvrements entre les atomes se´lectionne´s.
Pour ame´liorer les performances, nous proposons le 3DRI-OMP dans lequel les coefficients et les matrices
de rotation sont calcule´s par projection orthogonale du signal y sur les atomes se´lectionne´s du dictionnaire
actif. Les valeurs des coefficients et des matrices pre´ce´demment se´lectionne´es doivent eˆtre mises a` jour
pour prendre en compte le nouvel atome et donner la solution des moindres carre´s de l’Eq. (5.2). Ils
ne sont modifie´s que s’il y a des corre´lations entre le nouvel atome et les anciens. La diffe´rence entre le
3DRI-MP et le 3DRI-OMP est e´quivalente a` celle entre le MP et l’OMP (cf. Section 1.2.2).
Le 3DRI-OMP re´sout les moindres carre´s de l’Eq. (5.2) se´quentiellement, en augmentant la valeur
K ite´rativement. Le 3DRI-OMP de´crit dans l’Algorithme 12 est similaire au 3DRI-MP pour les e´tapes
1 a` 10, mais calcule les solutions des moindres carre´s x et R a` chaque ite´ration k dans l’e´tape 11. Cela
permet une meilleure se´lection a` l’ite´ration suivante k + 1. Par la suite, nous omettons l’exposant k sur
les variables xlk,τk et Rlk,τk afin d’alle´ger les notations, et un indice κ = 1..k nume´rote les diffe´rents
e´le´ments qui sont de´ja` se´lectionne´s a` l’ite´ration k. Dans le 3DRI-OMP, a` l’ite´ration courante k,
– les coefficients actifs x = {xlκ,τκ}kκ=1
– et les matrices actives R = {Rlκ,τκ}kκ=1
sont les solutions de (Pk) :
minx,R
∥∥∥∥∥ y(t)−
k∑
κ=1
xlκ,τκ Rlκ,τκ ψlκ(t− τκ)
∥∥∥∥∥
2
F
t.q. ∀κ ∈ Nk, Rlκ,τκR Tlκ,τκ = Id . (Pk)
La proce´dure d’optimisation (e´tape 11) qui re´sout ce proble`me est de´taille´e dans le paragraphe suivant.
Les crite`res d’arreˆt (e´tape 14) sont les meˆmes que ceux du 3DRI-MP. Finalement, le 3DRI-OMP donne
une approximation K-parcimonieuse en utilisant les coefficients et les matrices des moindres carre´s.
5.4.2 Proce´dure d’optimisation pour les coefficients et les matrices
Dans ce paragraphe, nous de´taillons la proce´dure d’optimisation pour re´soudre (Pk) a` l’e´tape 11 de
l’Algorithme 12. Le proble`me (Pk) est re´solu par des mises a` jour alterne´es sur les coefficients x et sur
les matrices de rotation R. De plus, chaque mise a` jour est base´e sur une descente de gradient.
La solution du 3DRI-MP est une bonne initialisation pour cette optimisation, e´tant donne´ qu’elle
n’est pas loin de la solution optimale de (Pk). Ainsi, la proce´dure utilise la solution du 3DRI-MP donne´e
dans les e´tapes 8, 9 et 10 comme les valeurs initiales de x, R et k. Les deux mises a` jour sont maintenant
de´taille´es. Par la suite, l’exposant j est ajoute´ aux variables pour nume´roter l’ite´ration courante de la
proce´dure d’optimisation.
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Algorithm 12 : (x,R) = 3DRI OMP (y,Ψ)
1: initialisation : k = 1, re´sidu 0 =y, x = ∅, R = ∅
2: repeat
3: for l← 1, L do
4: Recalage 3D pour chaque τ :
5: (xl,τ , Rl,τ )← Recalage SVD (ψl(t− τ), k−1(t) )
6: end for
7: Se´lection : (lk, τk)← arg max l,τ xl,τ
8: Coefficients actifs : x← [ x ; xlk,τk ]
9: Matrices actives : R ← R ∪ Rlk,τk
10: Re´sidu : k ← k−1 − xlk,τk Rlk,τk ψlk(t− τk)
11: Proce´dure d’optimisation : (x,R)← arg minx,R (Pk)
12: Re´sidu : k ← y − yˆk
13: k ← k + 1
14: until crite`re d’arreˆt
Mise a` jour des coefficients x
Nous de´rivons le crite`re (Pk) par rapport a` xlκ,τκ pour obtenir une descente de gradient de type LMS
[WH60, Wid71]. Chaque coefficient est mis a` jour tel que :
xjlκ,τκ = x
j−1
lκ,τκ + λ
j
1 · Tr
(
Rj−1lκ,τκ ψlκ(t− τκ) k(t)
T
)
, (5.18)
avec λj1 le pas de descente adaptatif. Pour nos expe´riences, il sera re´gle´ tel que λ
j
1 = 1/j
0.6. Re´soudre la
mise a` jour des coefficients x avec une me´thode de gradient est mieux que de donner la solution optimale
par pseudo-inverse. En effet, si nous re´solvons la mise a` jour des coefficients de fac¸on trop exacte par
rapport a` celles des matrices, il y a un risque que l’optimisation reste bloque´e dans un minimum local.
Mise a` jour des matrices de rotation R
Cette mise a` jour doit maintenir l’orthogonalite´ des matrices de rotation R. Comme pre´ce´demment,
le LMS peut eˆtre utilise´ pour les matrices donnant une mise a` jour additive. Pour garantir l’orthogonalite´
des matrices mises a` jour, une deuxie`me e´tape de pe´nalisation doit eˆtre rajoute´e [Plu05]. Les de´savantages
sont que cette mise a` jour est empiriquement moins robuste au bruit et qu’elle est effectue´e en deux e´tapes
au lieu d’une. C’est pourquoi nous choisissons une mise a` jour multiplicative qui garde intrinse`quement
la matrice de rotation orthogonale dans la varie´te´ de Stiefel orthogonale [NA05, Plu05]. Chaque matrice
de rotation Rlκ,τκ est mise a` jour en suivant la ge´ode´sique de la varie´te´ :
Rjlκ,vτκ = expm(−µGj−1κ )Rj−1lκ,τκ , (5.19)
avec Gj−1κ = x
j
lκ,τκ
(
Rj−1lκ,τκ ψlκ(t− τκ) k(t)
T − k(t)ψlκ(t− τκ)T Rj−1lκ,τκ
T
)
. (5.20)
La constante µ est fixe´e a` 0.1 pour les donne´es traite´es par la suite et expm est la fonction exponentielle
de matrice.
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Optimisation alterne´e
La proce´dure d’optimisation qui re´sout (Pk) a` l’e´tape 11 est re´sume´e :
1 : initialisation de x0, R0 et k sur la solution du 3DRI-MP
2 : for j ← 1, J do
3 : for κ← 1, k do
4 : Mise a` jour du coefficient xjlκ,τκ par Eq. (5.18)
5 : end for
6 : Mise a` jour du re´sidu k
7 : for κ← 1, k do
8 : Mise a` jour de la matrice Rjlκ,τκ par Eq. (5.19) et mise a` jour du re´sidu 
k
9 : end for
10 : end for .
Le nombre d’ite´ration J peut eˆtre choisi constant, ou fonction de k (de cette fac¸on, les derniers coefficients
ont plus d’ite´rations pour approcher la solution des moindres carre´s que les premiers). Remarquons qu’il
est inutile d’effectuer la proce´dure d’optimisation a` la premie`re ite´ration k = 1, e´tant donne´ qu’il n’y a
pas de recouvrements dans le dictionnaire actif re´duit a` un seul atome.
A cause de la non-convexite´ des mises a` jour alterne´es, meˆme avec assez d’ite´rations, cette proce´dure
d’optimisation n’est pas garantie de converger vers la solution optimale des moindres carre´s de (Pk).
5.4.3 Remarques sur le 3DRI-OMP
Le premier e´le´ment a` noter est que le 3DRI-OMP n’a pas une unique imple´mentation. Ici, nous avons
pre´sente´ une imple´mentation possible pour la proce´dure d’optimisation de (Pk). Cependant, d’autres
choix peuvent eˆtre explore´s pour ame´liorer cette optimisation alterne´e des moindres carre´s.
Remarquons que le 3DRI-MP peut eˆtre vu comme un 3DRI-OMP sans optimisation du proble`me (Pk),
i.e. en choisissant J = 0. Cela explique pourquoi le 3DRI-MP est plus rapide mais sous-optimal.
Dans ces deux dernie`res sections, nous avons pre´sente´ les algorithmes 3DRI-MP et 3DRI-OMP trai-
tant le proble`me d’approximation parcimonieuse (5.2). Cependant, les de´compositions ne sont efficaces
que si le dictionnaire est adapte´.
5.5 Etat de l’art des apprentissages 3D
Nous voulons maintenant mettre en place un algorithme d’apprentissage de dictionnaire adapte´ au
mode`le 3DRI (5.1). Dans cette section, nous passons en revue les me´thodes qui apprennent des motifs a`
partir de donne´es tricomposantes.
5.5.1 Apprentissage de base
Les me´thodes d’apprentissage de base utilisent l’algorithme EM (cf. Section 1.3.3), qui alterne entre
l’estimation des coefficients et celle des vecteurs de la base. Dans [BHB00], Bregler et al. de´crivent un
objet 3D comme une combinaison line´aire de vecteurs de forme. Comme ils sont spe´cifiques a` l’objet
e´tudie´, ils doivent eˆtre estime´s a` partir des donne´es. Torresani et al. [THB04] utilisent un algorithme EM
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ge´ne´ralise´ pour apprendre des formes 3D qui sont adapte´es aux donne´es e´tudie´es, et cette approche a e´te´
ame´liore´e par [THB08]. Dans [ASKK11], Akhter et al. repre´sentent un objet 3D comme une combinaison
line´aire de vecteurs de trajectoire dans le mode`le dual (5.3). Comme les vecteurs sont inde´pendants de
l’objet e´tudie´, des bases ge´ne´riques comme la DCT peuvent eˆtre utilise´es [ASKK11]. Cependant, Su et
al. [SLY10] utilisent un algorithme de type EM pour apprendre des trajectoires unicomposantes adapte´es
aux donne´es, et ils obtiennent de meilleurs re´sultats que [THB04] et [ASKK11].
5.5.2 Apprentissage de dictionnaire
L’apprentissage de dictionnaire, pre´sente´ en Section 1.3, apprend un dictionnaire redondant au lieu
d’une base et cela permet une plus grande flexibilite´ de repre´sentation. Les avantages des dictionnaires
sur les bases sont de´taille´s en Section 1.1.2.
Conside´rant un ensemble de signaux trivarie´s repre´sentant des objets 3D instantane´s, Zhang et al.
apprennent un dictionnaire de formes [ZZZ+12], mais sans dimension temporelle. Etudiant un ensemble
de signaux temporels trivarie´s, le M-DLA apprend un dictionnaire trivarie´ base´ sur le mode`le (5.4) (cf.
Section 2.3), mais sans rotation entre les trois composantes. Par la suite, nous voulons mettre en place le
3D Rotation Invariant DLA (3DRI-DLA) qui apprend un dictionnaire trivarie´ capable de tourner graˆce
au mode`le (5.5).
5.6 DLA invariant par rotation 3D
Dans cette section, nous expliquons comment estimer un dictionnaire 3DRI a` partir d’un ensemble
d’apprentissage trivarie´.
5.6.1 Description du 3DRI-DLA
Un ensemble d’apprentissage de signaux trivarie´s Y =
{
yp
}P
p=1
est conside´re´, avec l’indice p ajoute´
a` toutes les variables. Le 3DRI-DLA de´crit dans l’Algorithme 13 est de nature online (cf. Section 1.3.2).
Il s’agit donc d’une alternance entre une approximation parcimonieuse 3DRI et une mise a` jour du
dictionnaire 3DRI. Dans sa structure, il est proche du M-DLA de´crit en Section 2.3.
L’approximation parcimonieuse 3DRI de chaque signal d’apprentissage yp est re´alise´e par l’algorithme
de de´composition 3DRI-OMP (e´tapes 4-5) :
xp,Rp = arg minx,R
∥∥∥∥∥ yp(t)−
L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τ Rl,τ ψl(t− τ)
∥∥∥∥∥
2
F
t.q. ‖x‖0 ≤ K et ∀l∈NL, ∀τ ∈σl, Rl,τRTl,τ = Id , (5.21)
suivie de la mise a` jour du dictionnaire (e´tapes 6-7) :
Ψ = arg minΨ
∥∥∥∥∥ yp(t)−
L∑
l=1
∑
τ∈σl
xl,τ ;p Rl,τ ;p ψl(t− τ)
∥∥∥∥∥
2
F
t.q. ∀ l∈NL, ‖ψl‖F = 1 . (5.22)
Pour effectuer cette optimisation, nous utilisons une descente de gradient stochastique (SGD) par le
LMS. Comme il a la particularite´ de traiter des matrices de rotation 3D, nous l’appelons 3DRI-LMS et
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il est de´rive´ en utilisant les re`gles de de´rivation de [PP08] :
−∂ ‖ p(t) ‖
2
F
∂ψl
= 2
∑
τ∈σl
xl,τ ;p R
T
l,τ ;p τ (t) , (5.23)
avec τ repre´sentant l’erreur localise´e au de´calage τ et restreinte au support temporel de ψl, i.e. τ =
|t=τ..τ+Tl , avec Tl la longueur de ψl. L’ite´ration courante e´tant note´e i, pour l = 1..L, chaque noyau
trivarie´ ψl est mis a` jour tel que :
ψil(t) = ψ
i−1
l (t) + λ
i
2 ·
∑
τ∈σl
xil,τ ;p R
i
l,τ ;p
T
i−1p (t+ τ) , (5.24)
avec t les indices d’e´chantillons limite´s au support temporel de ψl et λ2 le pas de descente adaptatif. Il
est choisi tel que λi2 = 1/i. Les trois composantes du noyau trivarie´ ψl sont mises a` jour simultane´ment.
Les noyaux sont normalise´s a` la fin de chaque ite´ration et leurs longueurs peuvent eˆtre modifie´es en
fonction de la quantite´ d’e´nergie pre´sente sur leurs bords, comme dans le M-DLA.
Au de´but de l’algorithme (e´tape 1), les noyaux sont initialise´s sur du bruit blanc uniforme (entre 0
et 1) et sont ensuite normalise´s. A la fin (e´tape 8), diffe´rents crite`res d’arreˆt peuvent eˆtre utilise´s : un
seuillage sur le nombre d’ite´rations ou sur la rRMSE calcule´e sur l’ensemble d’apprentissage.
Algorithm 13 : Ψ = 3DRI DLA (
{
yp
}P
p=1
)
1: initialisation : i = 1,Ψ0 = {L noyaux de bruit blanc}
2: repeat
3: for p← 1, P do
4: Approximation parcimonieuse 3DRI : (xip,Rip)← 3DRI-OMP (yp,Ψi−1)
5: Mise a` jour du dictionnaire : Ψi ← 3DRI-LMS (yp, xip,Rip,Ψi−1)
6: i← i+ 1
7: end for
8: until crite`re d’arreˆt
5.6.2 Remarques sur le 3DRI-DLA
Durant l’apprentissage, nous pouvons observer que certains noyaux ne convergent pas, et ils ne sont
pas utilise´s dans les de´compositions e´tant donne´ qu’ils ressemblent a` du bruit blanc. Par conse´quent, ils
sont supprime´s du dictionnaire a` la fin de l’apprentissage.
Dans le 3DRI-DLA, le 3DRI-OMP est arreˆte´ par un seuil sur le nombre d’ite´rations. La rRMSE
ne peut pas eˆtre utilise´e ici car, au de´but de l’apprentissage, les noyaux de bruit blanc ne peuvent
pas engendrer un pourcentage donne´ de l’espace e´tudie´. De plus, a` la premie`re ite´ration du 3DRI-DLA
(i = 1), l’optimisation de (Pk) du 3DRI-OMP (e´tape 11) n’est pas effectue´e. Ainsi, la constante est fixe´e
a` : J = i− 1.
5.7 Expe´riences sur donne´es simule´es
Dans cette section, les me´thodes introduites sont applique´es a` des donne´es simule´es et compare´es afin
d’e´valuer leurs performances.
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5.7.1 De´compositions invariantes par rotation 3D
La premie`re expe´rience compare les performances du 3DRI-MP et du 3DRI-OMP. Un dictionnaire
Ψ de L = 50 noyaux trivarie´s est cre´e´ ale´atoirement : les noyaux normalise´s sont ge´ne´re´s comme des
bruits blancs Gaussiens. La longueur des noyaux est de T = 65 e´chantillons. Cent signaux de N = 250
e´chantillons sont compose´s de la somme de K = 15 atomes, pour lesquels les coefficients (strictement
positifs), les matrices de rotation, les indices de noyaux, et les parame`tres de de´calage sont tire´s selon
des distributions uniformes. En conse´quence, nous avons des recouvrements entre les diffe´rents atomes.
L’approximation de chaque signal est effectue´e par les algorithmes 3DRI-MP et 3DRI-OMP avec K = 15
ite´rations, afin de retrouver les 15 atomes simule´s. Le M-OMP utilise´ dans un cas trivarie´ est aussi teste´
sur ces signaux pour se comparer au mode`le trivarie´ (5.4). Un dictionnaire univarie´ normalise´ est calcule´
en moyennant les 3 composantes de celui trivarie´, et le multichannel OMP (Mch-OMP) [GRSV07] utilise´
pour se comparer au mode`le tricanal de Akhter et al. (5.3). La rRMSE
∥∥k∥∥
F
/ ‖y‖F est moyenne´e
(moyenne et e´cart-type) sur les 100 signaux et est trace´e en Fig. 5.3 en fonction des ite´rations internes
k = 1..K des quatre algorithmes.
Fig. 5.3 – Comparaison entre les performances des 3DRI-MP, 3DRI-OMP, M-OMP et Mch-OMP. La rRMSE
moyenne´e sur les 100 signaux est trace´e en fonction de l’ite´ration interne k.
Nous observons que le 3DRI-OMP donne de meilleures performances d’approximation que le 3DRI-
MP. Au de´but, les deux algorithmes ont des comportements similaires e´tant donne´ qu’il n’y a pas beau-
coup d’atomes actifs dans les de´compositions, et donc que la proce´dure d’optimisation (cf. Section 5.4.2)
du 3DRI-OMP n’a pas d’impact significatif. A la fin des K ite´rations, le 3DRI-OMP a une rRMSE de
0.2%, alors que le 3DRI-MP a une rRMSE de 13.4%. Cela montre l’optimalite´ du 3DRI-OMP, qui fournit
la solution des moindres carre´s, contrairement au 3DRI-MP. Parfois, les recouvrements entre atomes sont
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importants, et le 3DRI-OMP n’identifie pas les bons indices de noyaux
{
lk
}K
k=1
et les bonnes positions
temporelles
{
τk
}K
k=1
. Cela explique que la rRMSE moyenne de la Fig. 5.3 n’est pas exactement nulle a`
la fin du 3DRI-OMP (k = 15). Concernant le M-OMP et le Mch-OMP, leurs rRMSE sont e´leve´es car
leurs dictionnaires ne sont pas adapte´s aux donne´es tourne´es. Cependant, le Mch-OMP est meilleur car
il posse`de trois degre´s de liberte´ (coefficients) au lieu d’un seul pour le M-OMP.
Cette expe´rience montre la pertinence des algorithmes 3DRI pour la de´composition de donne´es tour-
ne´es, ainsi que l’optimalite´ du 3DRI-OMP sur le 3DRI-MP due a` la projection orthogonale. Apre`s avoir
teste´ les de´compositions, nous allons tester les apprentissages.
5.7.2 Apprentissages de dictionnaires invariants par rotation 3D
Cette expe´rience a pour but de tester les capacite´s d’apprentissage du 3DRI-DLA. Le protocole
expe´rimental est proche de celui de l’expe´rience effectue´e en Section 2.4. Un dictionnaire Ψ de L = 45
noyaux trivarie´s normalise´s est cre´e´ a` partir de bruit blanc uniforme, et la longueur des noyaux est
T = 18 e´chantillons. L’ensemble d’apprentissage Y 1 est compose´ de P = 2000 signaux de longueur
N = 20, et il est ge´ne´re´ a` partir de ce dictionnaire. Les de´calages circulaires ne sont pas permis pour les
noyaux, ce qui laisse trois de´calages possibles. Chaque signal d’apprentissage est compose´ de la somme
de trois atomes dont les coefficients (strictement positifs), les matrices de rotation, les indices de noyau
et les parame`tres de de´calages sont tire´s ale´atoirement. Un bruit blanc Gaussien est aussi ajoute´ a`
plusieurs RSB : 10, 20 et 30 dB, et sans bruit. L’initialisation du dictionnaire est effectue´e sur l’ensemble
d’apprentissage, et le dictionnaire appris Ψˆ est obtenu apre`s 80 ite´rations sur l’ensemble d’apprentissage
(i.e. i ≤ 80×P ). Pour les 40 premie`res ite´rations, le pas adaptatif est choisi tel que : λi2 = 1/(i−q+1)1.5,
i.e. constant pour chaque boucle sur l’ensemble d’apprentissage, et il est ensuite garde´ constant pour
les dernie`res ite´rations : λi2 = 1/40
1.5. Le protocole expe´rimental est le´ge`rement change´ pour donner
l’ensemble d’apprentissage Y 2. Dans ce cas, il n’y a plus de rotation lors de la fabrication des signaux
d’apprentissage avec les noyaux trivarie´s (i.e. Rl,τ = Id).
Dans l’expe´rience, un noyau appris ψˆl est conside´re´ comme retrouve´ si son produit scalaire cl, apre`s
recalage 3D, avec son noyau original correspondant est tel que :
cl ≥ 0.99 avec (cl, .) = Recalage SVD(ψˆl,ψl) . (5.25)
Comme le M-DLA utilise´ dans un cas trivarie´ est aussi teste´, sa condition de de´tection est simplement :
cl =
∣∣∣〈ψl, ψˆl〉∣∣∣ ≥ 0.99 . (5.26)
La Table 5.1 re´sume les taux de de´tection moyenne´s sur 10 apprentissages, donne´s en pourcentage en
fonction du niveau de bruit (colonnes) et du type d’apprentissage (lignes). 3DRI-DLA (a) donne les
re´sultats pour l’ensemble d’apprentissage Y 1 et la condition de de´tection (5.25) ; 3DRI-DLA (b) donne
les re´sultats pour l’ensemble d’apprentissage Y 2 et la condition de de´tection (5.25) ; et M-DLA donne
les re´sultats pour l’ensemble d’apprentissage Y 2 et la condition de de´tection (5.26).
La meˆme expe´rience est faite en Section 2.4, mais dans le cas univarie´. Tout d’abord, nous remarquons
que les re´sultats du M-DLA dans le cas trivarie´ (ligne 4) sont similaires a` ceux du cas univarie´ (cf. Fig. 2.4).
Ainsi, la nature trivarie´e des signaux n’a pas d’influence sur les re´sultats conside´re´s. Cependant, les
diffe´rences dans les re´sultats des trois lignes de la Table 5.1 peuvent sembler surprenantes.
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Table 5.1 – Taux de de´tection (en %).
Niveau de bruit (en dB) 10 20 30 Pas de bruit
3DRI-DLA (a) 96.8 95.8 95.1 96.8
3DRI-DLA (b) 58.0 72.2 76.3 77.8
M-DLA 56.4 57.3 61.1 61.1
D’une part, les noyaux trivarie´s sont de bruit blanc mais sont cependant corre´le´s car ils sont courts
(T = 18). Pour 100 000 essais, les corre´lations moyennes entre deux bruits blancs Gaussiens trivarie´s
normalise´s sont de 0.2 ; et si nous proce´dons en plus a` un recalage 3D, elles sont de 0.4. Ainsi, dans
ce cas, le recalage 3D double la valeur de la corre´lation. L’approche 3DRI ame´liore intrinse`quement la
capacite´ a` retrouver les noyaux ce qui explique les meilleurs re´sultats du 3DRI-DLA sur le M-DLA utilise´
dans le cas trivarie´ (ligne 3 et 4 de la Table 5.1).
D’autre part, les rotations ale´atoires dans l’ensemble d’apprentissage Y 1 fournissent une convergence
plus rapide et plus stable du 3DRI-DLA non-convexe compare´ a` Y 2. Quand ce qui peut varier varie
(les matrices de rotation), il est plus facile d’identifier ce qui ne tourne pas (les noyaux). Comme les
noyaux sont tourne´s dans de multiples orientations dans Y 1, il est facile de les apprendre car ils sont
les invariants rotationnels des donne´es. Ce phe´nome`ne explique pourquoi les re´sultats de 3DRI-DLA(a)
sont meilleurs que ceux de 3DRI-DLA(b) (qui est capable de donner des re´sultats similaires avec plus
d’ite´rations).
Pour conclure cette section, les algorithmes propose´s ont e´te´ e´value´s et compare´s avec succe`s sur des
donne´es simule´es.
5.8 Expe´riences sur donne´es re´elles
Dans cette section, nos me´thodes sont applique´es a` des donne´es re´elles de Langage Parle´ Comple´te´
(LPC) franc¸ais. Les donne´es sont d’abord pre´sente´es et nos me´thodes sont ensuite applique´es sur les
donne´es originales et sur les donne´es tourne´es.
5.8.1 Donne´es d’application
Nos me´thodes sont applique´es a` des mouvements de LPC franc¸ais, qui est un langage gestuel com-
ple´tant la lecture labiale [GBB+05, Gib06]. Il sert a` lever les ambigu¨ıte´s de lecture labiale, comme par
exemple entre les prononciations de pain et bain. Ce langage associe des articulations de la bouche
a` des gestes de la main. Dans la suite, seulement les mouvements de la main sont e´tudie´s. La main
peut eˆtre dispose´e dans des formes diffe´rentes (configurations des doigts correspondant aux consonnes)
comme montre´ en Fig. 5.4, et dans des placements diffe´rents (localisations sur le visage correspondant
aux voyelles).
Pour effectuer l’acquisition, les marqueurs re´tro-re´flectifs sont dispose´s sur la main d’une personne
qualifie´e pratiquant habituellement le LPC franc¸ais [GBB+05, Gib06]. Les donne´es sont acquises par
12 came´ras qui enregistrent les coordonne´es 3D des marqueurs en utilisant un Syste`me de Capture de
Mouvement Vicon R©, comme montre´ en Fig. 5.5. A la fin de l’acquisition, les coordonne´es tricomposantes
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Fig. 5.4 – Formes de la main du Langage Parle´ Comple´te´ franc¸ais (recopie´ de [GBB+05]).
Fig. 5.5 – Acquisition des donne´es de mouvement : les positions 3D des marqueurs re´tro-re´flectifs sont donne´es
par un Syste`me de Capture de Mouvement Vicon R© (recopie´ de [GBB+05]).
sont obtenues pour chaque marqueur a` une fre´quence d’e´chantillonnage de 120 Hz. Ces donne´es brutes
sont de´coupe´es en P = 57 signaux de positions, et sont de´rive´es pour donner les signaux de vitesse vx,
vy et vz. Ces signaux v = [ vx ; vy ; vz ] sont les donne´es d’entre´e de nos algorithmes. Un seul marqueur
est e´tudie´ et, parmi tous les marqueurs disponibles montre´s en Fig. 5.5, nous choisissons arbitrairement
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Fig. 5.6 – Dictionnaire de L = 6 noyaux trivarie´s appris par 3DRI-DLA. Chaque noyau de vitesse posse`de trois
composantes vx (bleu), vy (vert) et vz (rouge).
celui situe´ sur le haut du pouce. Les unite´s des donne´es sont les centime`tres (cm) pour les positions et
les centime`tres par seconde (cm/s) pour les vitesses. Pour alle´ger les figures, les unite´s sont omises par
la suite.
Remarquons que les algorithmes introduits sont inde´pendants du syste`me de capture de mouvement :
syste`mes inertiels, magne´tiques ou optiques (marqueurs passifs ou actifs). Toutes ces acquisitions de
donne´es donnent finalement des signaux spatiaux 3D, qui sont ensuite traite´s par nos algorithmes.
Fig. 5.7 – Dictionnaire de trajectoires 3D associe´ au dictionnaire NOLD appris par le 3DRI-DLA.
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5.8.2 Expe´rience 1 : apprentissage de dictionnaires
Dans cette expe´rience, nous appliquons l’algorithme d’apprentissage 3DRI-DLA aux donne´es triva-
rie´es de´crites dans le paragraphe pre´ce´dent. Nous faisons aussi une comparaison avec le M-DLA utilise´
dans le cas trivarie´. Comme en Section 4.3.2, un dictionnaire appris par le M-DLA est dit oriente´ et est
appele´ OLD, e´tant donne´ que les noyaux sont appris dans une orientation fixe, sans rotation possible.
De meˆme, un dictionnaire appris par le 3DRI-DLA est dit non-oriente´ et est appele´ NOLD, puisque
les noyaux sont invariants par rotation et peuvent eˆtre utilise´s dans toutes les orientations possibles.
La DCT utilise´e avec le Mch-OMP (Mch-DCT) est aussi conside´re´e afin de comparer les re´sultats du
mode`le (5.3).
Un dictionnaire NOLD est appris avec L = 6 noyaux trivarie´s, et il est affiche´ en Fig. 5.6. Chaque
noyau de vitesse posse`de trois composantes vx (bleu), vy (vert) et vz (rouge). Cette convention pour les
styles de la le´gende de la Fig. 5.6 sera conserve´e tout au long du chapitre. La rRMSE moyenne´e sur
l’ensemble d’apprentissage est de 18.2% avec K = 20 atomes dans chaque de´composition. Les signaux de
vitesse sont inte´gre´s seulement pour fournir une repre´sentation plus visuelle du dictionnaire, meˆme s’il
n’est pas facile de visualiser des trajectoires 3D sur une figure 2D. La Fig. 5.7 montre les trajectoires 3D
capables de tourner associe´es au NOLD, et les e´toiles marquent le point de de´part des trajectoires. A cause
de l’inte´gration, deux noyaux de vitesse diffe´rents peuvent fournir des trajectoires (noyaux inte´gre´s) tre`s
proches. Ces trajectoires extraites par le 3DRI-DLA correspondent aux motifs e´le´mentaires des donne´es :
elles sont les primitives du mouvement du LPC.
Fig. 5.8 – Signal de vitesse original y52 (a) et son approximation yˆ52 (b), et le spikegramme associe´ (c).
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De la meˆme manie`re, diffe´rents dictionnaires OLDs sont appris avec L = 6, 10 et 14 noyaux. Avec
K = 20 atomes actifs, les rRMSE moyenne´es sont respectivement 27.7%, 25.7% et 24.2%. Meˆme avec
deux fois plus de noyaux que le NOLD, l’apprentissage oriente´ ne peut pas repre´senter l’espace aussi
bien que l’apprentissage non-oriente´. Pour le Mch-DCT, la rRMSE moyenne´e est de 48.1%. Ces re´sultats
montrent de´ja` la pertinence de l’approche non-oriente´e fournissant un dictionnaire de noyaux efficace qui
est plus compact que ceux oriente´s, eux-meˆmes meilleurs que la Mch-DCT.
5.8.3 Expe´rience 2 : de´compositions des donne´es
Nous appliquons ensuite le 3DRI-OMP avec le NOLD, afin d’effectuer une de´composition non-oriente´e
adapte´e. Nous expliquons comment visualiser les coefficients obtenus d’une de´composition invariante par
translation et par rotation 3D. Chaque atome actif posse`de un coefficient xlk,τk et une matrice de rotation
Rlk,τk , ce qui fait quatre parame`tres a` afficher. Pour garder une bonne visualisation, chaque matrice de
rotation est transforme´e de manie`re univoque en 3 angles d’Euler θ1
lk,τk
, θ2
lk,τk
et θ3
lk,τk
[Han06]. A partir
de ces angles, nous imitons la visualisation quaternionique (cf. Section 3.2.3) qui utilise deux e´chelles de
couleurs : une pour les amplitudes et une pour les angles d’Euler, de´finie de -180◦ a` +180◦ et visuellement
circulaire. Au final, chaque atome actif est affiche´ avec six indications :
– la position temporelle τk en abscisse,
– l’indice de noyaux lk en ordonne´e,
– l’amplitude du coefficient xlk,τk ≥ 0 en e´chelle de couleur,
– les 3 parame`tres θ1
lk,τk
, θ2
lk,τk
, θ3
lk,τk
affiche´s verticalement (e´chelle de couleur circulaire).
Le signal y52 est de´compose´ par le 3DRI-OMP avec le NOLD et est pre´sente´ en Fig. 5.8. Le signal
(a) est le signal original y52 compose´ de trois composantes, le signal (b) est l’approximation yˆ52 avec
K = 10 atomes et le spikegramme associe´ est affiche´ en (c). Le faible nombre d’atomes utilise´s dans
l’approximation du signal montre la parcimonie de la de´composition. Nous rappelons que les atomes
principaux sont ceux de fortes amplitudes, comme les noyaux 3, 4 et 6, et ils concentrent une grande
part de l’e´nergie. Les atomes secondaires codent les variabilite´s entre les diffe´rentes re´alisations du meˆme
geste.
Les trajectoires approxime´es du signal y52 avec K = 5 atomes sont affiche´es en Fig. 5.9. La trajectoire
3D originale est trace´e en Fig. 5.9(a), l’approximation non-oriente´e en utilisant le 3DRI-OMP avec le
NOLD en Fig. 5.9(b), l’approximation oriente´e en utilisant le M-OMP avec le OLD (L = 6) en Fig. 5.9(c),
l’approximation Mch-DCT en Fig. 5.9(d). Sur cette figure, nous constatons la de´gradation de la qualite´
des approximations. Pour confirmer quantitativement cette impression, nous trac¸ons en Fig. 5.10 les
diffe´rentes rRMSE en fonction de la valeur de parcimonie K. Ces re´sultats montrent l’efficacite´ du
dictionnaire NOLD par rapport aux dictionnaires OLDs, eux-meˆmes meilleurs que la Mch-DCT.
Maintenant, nous sommes inte´resse´s par la contribution des atomes principaux. La trajectoire du
signal y52 est reconstruite en Fig. 5.11 en utilisant ses atomes principaux. Par exemple, pour la recons-
truction de la Fig. 5.11(a), y52 est reconstruit comme la somme des noyaux NOLD 3, 4 et 6 (utilise´
trois fois), qui sont spe´cifie´s par les amplitudes et les rotations du spikegramme (Fig. 5.8). Les recons-
tructions non-oriente´e et oriente´e sont maintenant compare´es. La reconstruction n’est pas possible pour
la DCT puisque ses atomes ne sont pas localise´s en temps. En conside´rant la trajectoire 3D originale
affiche´e en Fig. 5.9(a), la trajectoire reconstruite non-oriente´e est trace´e en Fig. 5.11(a) et celle oriente´e
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Fig. 5.9 – Signal y52 : trajectoire originale (a) et approximations avec K = 5 atomes pour les cas non-oriente´
(b), oriente´ (c) et Mch-DCT (d).
en Fig. 5.11(b). En Fig. 5.11(a), nous observons que le noyau NOLD 6 est utilise´ trois fois avec des
orientations diffe´rentes (voir les angles d’Euler de la Fig. 5.8), alors que en Fig. 5.11(b), le noyau OLD
6 est utilise´ deux fois, mais sans la possibilite´ de changer d’orientation pour mieux co¨ıncider avec la
trajectoire originale. Remarquons que dans le cas 3D oriente´ traite´ par M-OMP, un coefficient ne´gatif
xl,τ donne une re´flexion de la trajectoire associe´e.
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Fig. 5.10 – rRMSE sur les donne´es LPC en fonction de la parcimonie K des approximations pour les diffe´rents
dictionnaires.
Fig. 5.11 – Signal y52 : trajectoire reconstruite non-oriente´e (a) et trajectoire reconstruite oriente´e (b) en utilisant
les atomes principaux.
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Pour conclure cette expe´rience, nous avons observe´ que l’approche 3DRI fournit un dictionnaire de
noyaux efficace et compact et favorise une meilleure co¨ıncidence des noyaux en permettant leurs rotations.
5.8.4 Expe´rience 3 : de´compositions des donne´es tourne´es
Dans cette expe´rience, les signaux de la base de donne´es sont tourne´s de diffe´rents angles ale´atoires et
ils sont note´s (.)′. Les dictionnaires NOLD et OLDs appris dans l’expe´rience pre´ce´dente sont garde´s pour
effectuer les de´compositions sur les signaux tourne´s. Avec K = 20, la rRMSE moyenne´e sur les signaux
est de 18.2% pour le cas non-oriente´, de 48.5% pour le cas oriente´ avec L = 6, et 48.1% pour la Mch-
DCT. Les rRMSE pour diffe´rentes valeurs de parcimonie K sont affiche´es en Fig. 5.12. En comparant les
Fig. 5.10 et 5.12, nous remarquons que les courbes de rRMSE du NOLD sont identiques, ce qui prouve
son invariance par rotation, contrairement aux OLDs dont les performances diminuent fortement. Nous
observons aussi que le Mch-DCT est insensible aux rotations des donne´es.
Fig. 5.12 – rRMSE sur les donne´es LPC tourne´es en fonction de la parcimonie K des approximations pour les
diffe´rents dictionnaires.
Le signal tourne´ y′52 est traite´ par le 3DRI-OMP avec le NOLD et est affiche´ en Fig. 5.13. Le signal
tourne´ y′52 est repre´sente´ en (a), son approximation yˆ
′
52 en (b) avec K = 10 atomes, et le spikegramme
associe´ en (c). Nous comparons maintenant les deux spikegrammes des Fig. 5.8(c) et Fig. 5.13(c) venant
des de´compositions non-oriente´es des signaux y52 et y
′
52. Les indices de noyaux, les parame`tres de
de´calage et les amplitudes des coefficients sont les meˆmes. Cependant, le mode de repre´sentation visuelle
des rotations ne permet pas d’identifier la rotation applique´e. Il n’est donc pas possible de voir si les
diffe´rences d’angles correspondent a` la rotation ale´atoire applique´e au signal. La matrice de rotation
ale´atoire est note´e Rr, la matrice de rotation estime´e dans l’Expe´rience 2 est note´e Re2 et Re3 pour
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Fig. 5.13 – Signal de vitesse tourne´ y′52 (a) et son approximation yˆ
′
52 (b) et le spikegramme associe´ (c).
l’Expe´rience 3. Pour chaque signal yq, l’erreur eq entre les matrices de rotation est calcule´e telle que :
eq =
1
K
K∑
k=1
∥∥∥Re3lk,τk; q −Rrq Re2lk,τk; q ∥∥∥2F . (5.27)
Cette erreur est moyenne´e sur les Q signaux et elle est nulle. Ainsi, les diffe´rences entre les parame`tres
de rotation des Expe´riences 2 et 3 correspondent exactement aux rotations ale´atoires applique´es aux
signaux. Cela montre l’invariance par rotation 3D de la me´thode non-oriente´e.
Comme dans l’expe´rience pre´ce´dente, la trajectoire du signal tourne´ y′52 est reconstruite avec ses
atomes principaux en Fig. 5.14. La trajectoire 3D de y′52 est trace´e en Fig. 5.14(a), celle reconstruite non-
oriente´e en Fig. 5.14(b), et celle reconstruite oriente´e en Fig. 5.14(c). Les reconstructions des Fig. 5.11(a)
et Fig. 5.14(b) sont similaires en prenant en compte la rotation. Les reconstructions des Fig. 5.11(b)
et Fig. 5.14(c) sont totalement diffe´rentes, notamment concernant les atomes utilise´s. Cela montre la
limitation d’un dictionnaire oriente´ fixe´ dans une orientation particulie`re, et le fait qu’il ne soit pas
approprie´ pour des donne´es aux orientations multiples.
L’avantage de l’approche non-oriente´e sur l’approche oriente´e a e´te´ montre´ dans la premie`re expe´-
rience, avec de meilleurs re´sultats meˆme sans rotation dans les donne´es, et ces re´sultats sont encore plus
nets dans la dernie`re expe´rience ou` les donne´es sont tourne´es. L’approche non-oriente´e est robuste a` la
rotation : la rRMSE est identique et les atomes se´lectionne´s sont similaires quelle que soit la rotation.
Pour conclure cette section, nos me´thodes 3DRI ont e´te´ applique´es a` l’analyse de trajectoires 3D, et des
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Fig. 5.14 – Signal tourne´ y′52 : trajectoire originale (a), trajectoire reconstruite non-oriente´e (b), et trajectoire
reconstruite oriente´e (c) en utilisant les atomes principaux.
expe´riences comparatives ont montre´ la pertinence de ces me´thodes.
5.9 Extensions
Dans cette section, nous proposons deux extensions des me´thodes 3DRI pre´sente´es : une extension
pour des signaux multivarie´s avec V > 3, et une extension pour des signaux issus de P capteurs de
mouvements 3D soumis a` la meˆme rotation.
5.9.1 Extension nDRI
Les me´thodes pre´sente´es dans ce chapitre peuvent eˆtre facilement e´tendues en dimension supe´rieure
V > 3, en conside´rant le signal multivarie´ y ∈ RV×N . Dans ce cas, la signification physique de la matrice
orthogonale R ∈ RV×V est perdue.
En conside´rant les signaux multivarie´s, nous regardons quelles sont les e´tapes des algorithmes in-
troduits qui sont modifie´es. L’extension, que nous appelons nDRI-MP, modifie seulement le recalage 3D
(e´tapes 4-5 du 3DRI-MP), en e´tendant la de´finition de la variable interne Σ2 = diag(1, . . . , 1,det(UV
T )) ∈
RV×V . La proce´dure d’optimisation de´crite en Section 5.4.2 est inchange´e pour donner le nDRI-OMP.
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Concernant l’apprentissage, l’Eq. (5.24) est inchange´e pour donner la mise a` jour du dictionnaire du
nDRI-DLA, en utilisant le nDRI-OMP pour l’approximation parcimonieuse.
L’expe´rience re´alise´e en Section 5.7.2 est reprise inte´gralement telle quelle, mais en e´tendant les si-
gnaux au cas nDRI avec V = 10. Les taux de de´tection obtenus pour un seuil de 0.99 (nous rappelons
que ce seuil a e´te´ propose´ dans l’expe´rience standard de Aharon [Aha06, Chap. 6]) et moyenne´s sur 10
apprentissages sont re´sume´s dans la Table 5.2. Nous rappelons que nDRI-DLA (a) donne les re´sultats
pour l’ensemble d’apprentissage ou` les signaux sont tourne´s, nDRI-DLA (b) donne les re´sultats pour
l’ensemble d’apprentissage ou` les signaux ne sont pas tourne´s, et M-DLA donne les re´sultats pour l’en-
semble d’apprentissage ou` les signaux ne sont pas tourne´s. Nous observons que les taux de de´tection
du nDRI-DLA sont quasi nuls, alors que ceux du M-DLA sont du meˆme ordre que pour l’expe´rience
avec V = 3 (cf. Table 5.1). L’augmentation du nombre de composantes V semble donc plus affecter le
nDRI-DLA que le M-DLA.
Table 5.2 – Taux de de´tection (en %) pour un seuil de 0.99.
Niveau de bruit (en dB) 10 20 30 Pas de bruit
nDRI-DLA (a) 0 1.6 0.7 0.7
nDRI-DLA (b) 0 0 0 0
M-DLA 66.2 66.4 64.7 67.1
Nous abaissons alors le seuil de de´tection a` 0.97 (ce qui reste un seuil exigent), et les re´sultats obtenus
sont re´sume´s en Table 5.3. Nous observons que les taux de de´tection pour le nDRI-DLA (a) sont bien
meilleurs. Cela signifie que la plupart des noyaux sont quasi appris, mais que le seuil de 0.99 est trop
e´leve´ pour les de´tecter. La nature binaire du seuil de de´tection empeˆche une bonne visualisation de la
qualite´ du dictionnaire appris. Cela provient du fait que ce taux de de´tection n’est pas une me´trique au
sens mathe´matique. Pour palier a` ce proble`me, des me´triques adapte´es aux dictionnaires sont propose´es
dans [CBA13].
Table 5.3 – Taux de de´tection (en %) pour un seuil de 0.97.
Niveau de bruit (en dB) 10 20 30 Pas de bruit
nDRI-DLA (a) 56.2 87.6 82.7 84.0
nDRI-DLA (b) 0 0 0 0
M-DLA 78.9 78.2 76.9 78.9
5.9.2 Extension multicapteurs
Comme en Section 4.2.1, nous conside´rons P capteurs faisant l’acquisition de donne´es trivarie´es :
acce´le´rome`tre, gyrome`tre, etc. Ces capteurs sont physiquement lie´s et sont donc soumis a` la meˆme
rotation.
Nous de´taillons comment les algorithmes pre´ce´dents sont e´tendus au cas multicapteurs. Nous de´fi-
nissons deux signaux suivants : y ∈ R3×NP obtenu par concate´nation verticale des P signaux trivarie´s,
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et yc ∈ R3P×N obtenu par concate´nation horizontale des P signaux trivarie´s. Remarquons que l’un n’est
pas le transpose´ de l’autre. Cette notation est aussi valable pour le re´sidu et les noyaux. Nous de´finissons
aussi la matrice Rl,τc ∈ R3P×3P telle que :
Rl,τc =

Rl,τ
. . .
Rl,τ
 . (5.28)
Le 3DRI-MP et le 3DRI-OMP multicapteurs sont obtenus en utilisant le signal y, les noyaux {ψl}Ll=1
et les matrices Rl,τ dans les e´quations. Les rotations communes sont choisies conjointement entre les P
signaux et l’approximation K-parcimonieuse obtenue peut se re´e´crire :
yˆKc =
K∑
k=1
xklk,τk R
k
lk,τkcψlk(t− τk)c . (5.29)
Pour l’e´tape de mise a` jour du dictionnaire du 3DRI-DLA, l’Eq. (5.24) est effectue´e avec les noyaux
{ψlc}Ll=1, les matrices Rl,τc, et le re´sidu c.
Si les P capteurs ne sont pas soumis a` la meˆme rotation, les signaux doivent eˆtre traite´s par un autre
mode`le, comme il sera e´voque´ dans les Perspectives.
Conclusion
Ce chapitre propose un nouveau mode`le pour de´crire des trajectoires 3D comme la somme de noyaux
invariants par translation et par rotation 3D. Les 3DRI-MP et 3DRI-OMP permettent d’effectuer des
de´compositions invariantes a` la rotation 3D en estimant les coefficients et les matrices de rotation. Ces
me´thodes ne sont pas l’extension triviale du cas 2D. Le 3DRI-DLA permet d’apprendre un dictionnaire
de noyaux 3DRI. Une telle approche fournit un dictionnaire compact de noyaux capables de tourner,
elle est robuste a` la rotation et elle est plus efficace que l’e´tat de l’art, meˆme quand les signaux ne sont
pas tourne´s. Apre`s validation sur donne´es simule´es, ces algorithmes ont e´te´ applique´s sur des signaux de
mouvement de Langage Parle´ Comple´te´. Cette approche a aussi e´te´ ge´ne´ralise´e au cas nD.
Il existe plusieurs domaines d’application : structure-from-motion non-rigide, suivi 3D, repre´sentation
et analyse de gestes, apprentissage de primitives du mouvement pour des taˆches spe´cifiques, et tout
autre traitement base´ sur un mode`le 3DRI. Par exemple, en robotique, diffe´rentes e´tudes ont appris des
primitives du mouvement pour des modes de locomotion spe´cifiques de robots bipe`des [HYK+01, TCA11,
PZA12]. Cependant, un lourd formalisme est utilise´ pour parame´trer la cine´matique des robots. Il est
possible de re´soudre ce proble`me en utilisant l’apprentissage de dictionnaire qui est non-parame´trique et
qui fait e´merger les primitives du mouvement d’une base de donne´es.
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Chapitre 6
Classification invariante par translation
Introduction
Dans les chapitres pre´ce´dents, nous nous sommes focalise´s sur une approche ge´ne´rative/reconstructive
des donne´es. Mais, dans la grande majorite´ des cas, l’objectif final reste la classification des signaux qui
correspond a` une approche discriminative des donne´es. Ce chapitre fait le lien entre ces deux domaines.
Dans des travaux re´cents [Mal12, BM13], Mallat insiste sur le fait que la cle´ pour faire de la clas-
sification efficacement n’est pas la parcimonie des repre´sentations, mais leurs invariances. Dans cette
the`se, nous avons pre´sente´ des algorithmes fournissant des repre´sentations invariantes a` la translation
temporelle (parame`tre τ), a` l’e´chelle/dilatation 1 (parame`tre |xl,τ |), a` la rotation (angle θl,τ en 2D ou
matrice de rotation Rl,τ en 3D), et a` la translation spatiale (utilisation des signaux de vitesse au lieu
des signaux de position) pour des signaux multivarie´s. D’autre part, comme de´ja` e´voque´ dans les deux
chapitres pre´ce´dents, les me´thodes usuelles de reconnaissance de trajectoire utilisent des descripteurs
invariants par rotation [CAS05, BMB+09] perdant ainsi l’information de la rotation contrairement a`
nos algorithmes de de´composition qui estiment les parame`tres de rotation. Forts de ces conside´rations
prometteuses, nous voulons ajouter une e´tape de classification qui puisse exploiter les repre´sentations
issues de nos algorithmes de de´composition : M-OMP, 2DRI-OMP et 3DRI-OMP.
Dans ce chapitre, l’invariance par rotation n’est pas traite´e. Nous nous inte´ressons donc a` tous les
signaux temporels qui doivent eˆtre classe´s avec la contrainte d’invariance par translation. Dans un premier
temps, nous e´tudierons les descripteurs consistants par translation, utiles pour traiter des de´compositions
temporelles. Nous comparerons ensuite ces diffe´rents descripteurs entre eux avec le meˆme classifieur et
sur les meˆmes donne´es. Nous introduirons enfin l’apprentissage de dictionnaire discriminant, en faisant
des liens avec les travaux existants dans le cas de l’invariance par translation.
6.1 Descripteurs consistants par translation
Dans cette section, nous de´finissons le proble`me d’extraction de descripteurs consistants par transla-
tion, puis nous ferons l’e´tat de l’art des fonctions re´pondant a` cette proble´matique.
1. Bien noter qu’il s’agit ici d’une dilatation spatiale et non temporelle.
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6.1.1 Formulation du proble`me
Nous voulons classer les signaux Y =
{
yp
}P
p=1
en C classes, note´es Clc avec c ∈ NC . De plus,
nous cherchons a` inte´grer l’invariance par translation de la repre´sentation dans cette e´tape de classi-
fication. C’est-a`-dire, nous souhaitons que deux signaux identiques, dont l’un est seulement la version
translate´e de l’autre, soient range´s dans la meˆme classe. Nous rappelons le mode`le de la de´composition
K-parcimonieuse invariante par translation :
yp(t) =
K∑
k=1
xlkp ,τkp ψlkp (t− τkp ) + (t) . (6.1)
Ce mode`le est invariant par dilatation graˆce aux coefficients xlkp ,τkp et par translation temporelle graˆce
aux de´calages τkp des noyaux donnant les atomes ψlkp (t − τkp ). Nous souhaitons ajouter une e´tape de
classification adapte´e a` de telles invariances.
Nous conside´rons le spikegramme du signal yp compose´ de K coefficients actifs :
{
xlkp ,τkp
}K
k=1
. Nous
cherchons donc a` extraire un vecteur de caracte´ristiques vp (aussi appele´ descripteur) de ce spikegramme.
Nous souhaitons que le classifieur, qui traitera ensuite tous les vecteurs {vp}Pp=1, effectue une classification
robuste a` la translation. Ainsi, pour extraire ces caracte´ristiques, nous cherchons une fonction consistante
par translation. Nous rappelons les deux de´finitions comple´mentaires introduites en Section 1.1.3 :
– invariance par translation : si y(t) 7→ x(t), alors y(t+ t0) 7→ x(t+ t0),
– consistance par translation : si y(t) 7→ x(t), alors y(t+ t0) 7→ x(t).
Dans notre cas, la de´composition des signaux est invariante par translation, et la robustesse a` la trans-
lation du classifieur est obtenue par la consistance par translation des descripteurs :
si
{
xlkp ,τkp
}K
k=1
7→ vp, alors
{
xlkp ,τkp+τ0
}K
k=1
7→ vp . (6.2)
Pour re´sumer, une classification invariante par translation s’obtient par l’emploi d’un classifieur sur des
descripteurs consistants par translation, extraits de repre´sentations invariantes par translation. C’est la
succession de l’invariance et de la consistance qui assure une classification robuste a` la translation.
Nous allons passer en revue les diffe´rentes fonctions permettant d’inte´grer temporellement l’informa-
tion d’un spikegramme, puis nous comparerons ces diffe´rentes fonctions. Nous illustrerons cette de´marche
sur la base de donne´es UCI Character Trajectories de´ja` utilise´e pour illustrer l’approche 2DRI (cf. Sec-
tion 4.3.1).
6.1.2 Etat de l’art sur les fonctions de groupement
Nous cherchons des fonctions qui extraient d’un spikegramme un vecteur de caracte´ristiques re´pon-
dant aux crite`res e´voque´s ci-dessus. Une fonction de groupement, pooling function en anglais, est une
fonction d’inte´gration qui calcule un vecteur de caracte´ristiques sur un voisinage, de telle sorte que la
localisation exacte des e´le´ments sur ce voisinage ne rentre pas en compte dans le calcul [LeC12]. Ainsi,
seule l’appartenance au voisinage importe, et non la localisation exacte ou l’ordre. De plus, la fonction
de groupement re´duit la dimension des vecteurs e´tudie´s, effectuant ainsi un sous-e´chantillonnage.
Conside´rant le signal yp, le vecteur de caracte´ristiques vp ∈ RL est calcule´ pour chaque noyau l par
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la fonction de groupement suivante :
vp(l) =
K∑
k=1
∣∣∣xlkp ,τkp ∣∣∣s t.q. lkp = l , (6.3)
pour des valeurs de s = 0, 0.5, 1, 2 [GRKN07] et +∞ (e´quivalente au max-pooling) [HYHJ+12]. Cette
fonction est e´quivalente a` une norme `s : vp(l) = ‖xl,.‖ss. Remarquons que dans [SP11], le vecteur de
caracte´ristiques final est la concate´nation des vecteurs obtenus avec s = 1 et s = 0. Toutefois, les
fonctions de´crites en Eq. (6.3) engendrent une perte d’information, notamment sur l’ordre temporel des
coefficients. Grosse et al. sugge`rent l’ide´e d’utiliser les fonctions de groupement sur des feneˆtres de´cale´es
[GRKN07], cre´ant ainsi plusieurs voisinages au lieu d’un seul, mais aucun de´tail d’imple´mentation n’est
donne´.
Dans [MBOL12], Mayoue et al. de´crivent comment appliquer une fonction de groupement sur F
feneˆtres temporelles de Hanning, indice´es par f ∈ NF . Une feneˆtre de Hanning de longueur temporelle
TH est de´finie par :
Hanning(t) =

1
2
(
1 + cos
(
2pi
TH
t
))
, pour t ∈
[
−TH2 , TH2
]
0 sinon
. (6.4)
La taille TH est calcule´e a` partir du signal le plus long. Le temps maximum de la base de donne´es Y est
calcule´ tel que :
Nmax = maxp
{
maxk
{
τkp
}K
k=1
}P
p=1
. (6.5)
Les F feneˆtres sont dispose´es avec un recouvrement de 50 %, soit de TH × 0.5. Ainsi, leur taille est e´gale
a` TH =
Nmax
0.5×F . L’inconve´nient de l’approche feneˆtre´e est qu’il faut choisir la position temporelle de la
premie`re feneˆtre. Ici, le centre de la premie`re feneˆtre est place´ sur le temps τ˜ d’apparition du premier
atome de chaque spikegramme : τ˜p = mink
{
τkp
}K
k=1
. L’information du spikegramme est inte´gre´e sur une
matrice Vp ∈ RL×F de´finie telle que :
Vp(l, f) =
K∑
k=1
Hanning
(
τkp − (f − 1)×
TH
2
− τ˜p
)
× xlkp ,τkp t.q. lkp = l . (6.6)
Ainsi, chaque e´le´ment Vp(l, f) correspond a` la projection des atomes associe´s au noyau l sur la feneˆtre
de Hanning centre´e en (f − 1) × TH2 + τ˜p. La fonction de groupement qui effectue la somme est aussi
appele´e mean-pooling en anglais. A la fin, chaque matrice Vp est vectorise´e dans un vecteur vp ∈ R1×LF :
vp((l − 1)× F + f)← Vp(l, f) . (6.7)
La consistance par dilatation s’obtient facilement en normalisant chaque vecteur vp obtenu :
vp ← vp‖vp‖2
. (6.8)
Ces vecteurs de caracte´ristiques normalise´s peuvent eˆtre maintenant utilise´s comme entre´es des syste`mes
d’apprentissage automatique [HTF09], comme les SVM (Support Vector Machine), MLP (Multi-Layer
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Fig. 6.1 – Illustration du traitement d’un spikegramme : le spikegramme initial du signal (a), les F = 5 feneˆtres
de Hanning (b), la matrice Vp obtenue par projection du spikegramme sur les feneˆtres de Hanning (c) et le vecteur
de caracte´ristiques vp final (d).
Perceptron), etc. L’un des avantages de ce traitement est que la taille des vecteurs vp est inde´pendante
du nombre d’atomes K de la de´composition parcimonieuse.
L’ensemble de ce traitement est illustre´ en Fig. 6.1 pour une occurrence de la lettre a : le spikegramme
initial du signal, obtenu par de´composition avec le M-OMP, est repre´sente´ en (a), les F = 5 feneˆtres de
Hanning en (b), la matrice Vp obtenue par projection du spikegramme sur les feneˆtres de Hanning en
(c) et le vecteur de caracte´ristiques vp final en (d). Un exemple de vecteur de caracte´ristiques de chaque
lettre/classe de la base de donne´es est affiche´ en Fig. 6.2. Certains e´le´ments sont communs a` toutes les
classes, d’autres sont plus spe´cifiques, et donc discrimants. Les 80 vecteurs de caracte´ritiques obtenus
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pour les signaux de la lettre a sont maintenant illustre´s Fig. 6.3. Au sein de cette meˆme classe, nous
constatons une bonne re´pe´tition des descripteurs, en particulier les colonnes 6, 19 et 26. Cela provient
de la bonne reproductibilite´ des de´compositions adapte´es, constate´e en Section 4.3.3 et 4.3.4, qui sont
ensuite projete´es sur les feneˆtres de Hanning.
Fig. 6.2 – Illustration d’un vecteur de caracte´ristiques pour chaque classe, de la lettre a a` la lettre z.
Fig. 6.3 – Illustration des 80 vecteurs de caracte´ristiques associe´s a` tous les signaux repre´sentant la lettre a :
chaque ligne correspond a` un vecteur v.
Par analogie, les fonctions de groupement de´crites dans l’Eq. (6.3) sont applique´es sur les F feneˆtres
de Hanning, en utilisant l’approche pre´ce´demment de´crite. Seule la de´finition de la matrice Vp change :
Vp(l, f) =
K∑
k=1
Hanning
(
τkp − (f − 1)×
TH
2
− τ˜p
)
×
∣∣∣xlkp ,τkp ∣∣∣s t.q. lkp = l . (6.9)
Remarquons qu’il existe d’autres approches pour traiter les spikegrammes, notamment celles qui
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ne font pas d’inte´gration temporelle des coefficients. Dans [MBM+12], Mouraud et al. exploitent des
me´thodes issues du domaine des neurosciences et de´crivent une me´trique entre deux trains d’impul-
sions multisources, i.e. des spikegrammes. Elle calcule la transformation minimale entre les deux spike-
grammes en calculant les couˆts de de´calage temporel, de suppression et d’ajout de coefficients, ainsi que
de changement de noyaux. L’inconve´nient est que cette approche ne prend pas en compte l’amplitude
des coefficients mais seulement leur signe.
Nous venons de faire la revue des me´thodes d’extraction de caracte´ristiques consistantes par trans-
lation, mais elles n’ont jamais e´te´ compare´es entre elles avec le meˆme classifieur et les meˆmes donne´es.
Grosse et al. utilisent des classifieurs SVM, GDA (Gaussian Discriminant Analysis) et MultiExp (Multi-
nomial Exponentials) sur des signaux audio [GRKN07], Mayoue et al. utilisent des MLP sur des signaux
mouvements [MBOL12], Huang et al. utilisent des SVM sur des signaux audio [HYHJ+12]. Nous sou-
haitons donc faire une comparaison de ces diffe´rentes fonctions.
6.2 Comparaisons des diffe´rentes fonctions de groupement
Dans cette section, nous comparons les diffe´rentes fonctions de groupement en utilisant le meˆme
classifieur (a` savoir un SVM) sur les descripteurs extraits des meˆmes de´compositions parcimonieuses des
signaux de la base de donne´es UCI Character Trajectories. Nous testons aussi leurs consistances par
dilatation et par translation.
Fig. 6.4 – Dictionnaire de L = 11 noyaux appris par le M-DLA sur les signaux trivarie´s (vitesses carte´siennes et
pression).
6.2.1 Apprentissages des classifieurs et comparaisons
Dans la suite de ce chapitre, les me´thodes sont applique´es sur la base de donne´es UCI Character
Trajectories de´crite en Section 4.3.1. Cette base est compose´e de P = 1430 signaux d’apprentissage Y a
et de Q = 1425 signaux de test Y t, repartis en C = 20 classes. Nous apprenons un dictionnaire de
L = 11 noyaux multivarie´s (vitesses carte´siennes et pression) avec le M-DLA utilise´ dans un cas trivarie´
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(cf. Chapitre 2). Le dictionnaire est illustre´ en Fig. 6.4. Nous calculons ensuite les de´compositions des si-
gnaux, puis leurs vecteurs de caracte´ristiques pour les diffe´rentes fonctions de groupement pre´ce´demment
e´tudie´es. Les vecteurs de caracte´ristiques sont re´partis entre l’ensemble d’apprentissage Va et l’ensemble
de test Vt.
Algorithm 14 : η = Processus N-fold CV ( Va,Vt )
1: initialisation
2: for c← 1,C do
3: for σ ← 1,Σ do
4: Apprentissage de C classifieurs multiclasses par N-fold CV sur Va :
5: for n← 1,N do
6: De´finition des ensembles d’entraˆınement et de validation
7: Apprentissage sur ensemble d’entraˆınement : svmmulticlassoneagainstall (c, σ)
8: Evaluation sur l’ensemble de validation : ηvalidation ← svmmultival (c, σ)
9: end for
10: H(c, σ)← taux de classification η¯validation moyenne´ sur les N essais
11: end for
12: end for
13: Parame`tres optimaux : (copt, σopt)← arg maxc,σ H
14: Apprentissage d’un SVM de parame`tres copt et σopt sur l’ensemble de test Vt
15: Taux de classification η obtenu sur Vt
Nous apprenons un SVM multiclasse a` noyaux Gaussiens [HTF09] en mode un contre tous sur l’en-
semble d’apprentissage Va. Deux parame`tres sont optimise´s : le parame`tre de couˆt ou compromis c et
l’e´cart type du noyau σ. Nous faisons une validation croise´e (CV) de type N-fold sur une grille de pa-
rame`tres de C = 18 valeurs de c et de Σ = 15 valeurs de σ, avec N = 5. Le taux de classification η
est calcule´ sur l’ensemble de test Vt. Cet apprentissage est re´alise´ pour les diffe´rentes fonctions de grou-
pement de´crites pre´ce´demment, mais avec la meˆme permutation ale´atoire de l’ensemble d’apprentissage
Va. Pour la validation croise´e, Va est divise´ en un ensemble d’entraˆınement (de taille 4/5) et un ensemble
de validation (de taille 1/5) qui tournent successivement. Ce processus, re´sume´ dans l’Algorithme 14, est
moyenne´ 10 fois et nous relevons le taux de classification moyen η¯.
Table 6.1 – Taux de classification η¯ sur les vecteurs de caracte´ristiques extraits des signaux.
Fonctions `0 `0.5 `1 `2 `∞
∑
(.)
Taux η¯ (%) 38.37 ± 0.60 59.76 ± 0.74 65.00 ± 0.46 64.18 ± 0.19 66.42 ± 0.40 76.40 ± 0.94
Fonctions feneˆtre´es `0 `0.5 `1 `2 `∞
∑
(.)
Taux η¯ (%) 60.19 ± 0.38 79.96 ± 0.13 82.53 ± 0.36 78.44 ± 0.83 83.54 ± 0.29 90.18 ± 0.21
La Table 6.1 re´sume les taux de classification moyens obtenus par les diffe´rentes fonctions de groupe-
ment. Les fonctions de groupement sont abre´ge´es par leurs normes `s associe´es, et la fonction introduite
par Mayoue et al. est note´e
∑
(.). Nous observons que les fonctions issues de normes feneˆtre´es ont de
meilleurs re´sultats que celles non feneˆtre´es. Les normes inte`grent temporellement les coefficients sur tout
136 Chapitre 6. Classification invariante par translation
le spikegramme, perdant ainsi toute information lie´e a` l’ordre temporel. Au contraire, les feneˆtres pre´-
servent la localisation en temps des coefficients. L’avantage des feneˆtres de Hanning de´cale´es de moitie´
est qu’il n’y a pas de perte d’information tant qu’il n’y a pas plus de deux atomes issus du meˆme noyau
dans la meˆme feneˆtre. En effet, en conside´rant l’Eq. (6.9), nous avons :
Vp(l, f) + Vp(l, f + 1) =
∣∣∣xlkp ,τkp ∣∣∣s pour lkp = l et τkp ∈ [τ˜ + (f − 1)TH2 , τ˜ + f TH2
]
. (6.10)
D’autre part, les fonctions de groupement issues de normes (feneˆtre´es ou pas) perdent le signe des
coefficients, alors que ce n’est pas le cas de la fonction
∑
(.), d’ou` le meilleur taux de classification :
90.18 ± 0.21 %. Remarquons enfin que les variances des taux de classification sur les 10 expe´riences sont
plutoˆt faibles.
Apre`s avoir compare´ les diffe´rentes fonctions de groupement, nous allons tester leurs consistances.
6.2.2 Tests de consistances
Nous souhaitons tester et illustrer les consistances par dilatation et par translation temporelle des
fonctions de groupement. Dans un premier temps, nous testons la consistance par dilatation. Pour chaque
signal de l’ensemble de test Y t, nous appliquons un coefficient multiplicatif tire´ ale´atoirement. Les
vecteurs de caracte´ristiques Vt sont calcule´s, et le taux de classification est calcule´ avec les parame`tres
de SVM appris en Section 6.2.1. Nous n’affichons pas les re´sultats, car ils sont tous strictement similaires a`
la Table 6.1. Ces re´sultats prouvent effectivement la consistance par dilatation, obtenue par construction
lors de la normalisation re´alise´e en Eq. (6.8).
Fig. 6.5 – Taux de classification η¯consist sur les vecteurs de caracte´ristiques extraits des signaux translate´s
ale´atoirement pour les fonctions de groupement feneˆtre´es.
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Dans un deuxie`me temps, nous testons si les fonctions de groupement ge´ne`rent bien la consistance
par translation. Pour chaque signal de Y t, nous appliquons un de´calage temporel (comple´tion de ze´ro)
ale´atoire, tire´ uniforme´ment sur un intervalle de taille NZ = 10, 20, 30, 40 et 50. Les signaux e´tant
de longueur moyenne N = 250, un de´calage de 50 e´chantillons repre´sente a` peu pre`s 1/5 du signal.
Les vecteurs de caracte´ristiques Vt sont calcule´s, et le taux de classification ηconsist est calcule´ avec les
parame`tres de SVM appris en Section 6.2.1. Les re´sultats pour les fonctions de groupement non feneˆtre´es
sont identiques a` ceux de la Table 6.1 quelle que soit la valeur de NZ , ce qui est duˆ au fait que le temps
n’intervient pas Eq. (6.3). Nous rappelons que le taux de classification maximal est obtenu par la fonction∑
(.) qui donne 76.40 ± 0.94 %. Pour les fonctions feneˆtre´es, la Fig 6.5 re´sume les taux de classification
η¯consist de ce deuxie`me test. Nous constatons que les taux se de´gradent d’autant plus que les signaux sont
de´cale´s. La disposition des feneˆtres introduite dans [MBOL12] n’est donc pas strictement consistante par
translation.
6.3 Nouvelle famille de fonctions de goupement
Dans cette section, nous pre´sentons un nouveau feneˆtrage, ge´ne´rant une nouvelle famille de fonctions
de groupement. Leur consistance par translation sera ensuite teste´e.
6.3.1 Nouveau feneˆtrage
Le proble`me constate´ dans l’expe´rience pre´ce´dente vient de la de´finition de la taille TH des feneˆtres
de Hanning qui de´pend de Nmax de´fini dans l’Eq. (6.5). La valeur Nmax est sensible a` une translation
temporelle des signaux car elle ne prend pas en compte le de´but du support du spikegramme. Dans cette
section, nous proposons de calculer la taille de cette feneˆtre a` partir de l’e´cart temporel maximum :
Amax = maxp
{
maxk
{
τkp
}K
k=1
−mink
{
τkp
}K
k=1
+ 1
}P
p=1
. (6.11)
La taille TH de la feneˆtre de Hanning, de´finie comme TH =
Amax
0.5×F , est donc maintenant inde´pendante du
de´coupage temporel des signaux. De nouvelles fonctions de groupement, note´es .′, sont calcule´es avec ce
nouveau feneˆtrage. Le de´roule´ de ce feneˆtrage est re´sume´ dans l’Algorithme 15.
Algorithm 15 : {vp}Pp=1 = . ′
({{
xlkp ,τkp
}K
k=1
}P
p=1
)
1: Ecart temporel maximum : Amax ← maxp
{
maxk
{
τkp
}K
k=1
−mink
{
τkp
}K
k=1
+ 1
}P
p=1
2: Taille de feneˆtre : TH ← Amax0.5×F
3: for p← 1, P do
4: Temps du 1er atome : τ˜p ← mink
{
τkp
}K
k=1
5: Calcul de la matrice Vp : Eq. (6.6) ou Eq. (6.9)
6: Vectorisation de la matrice Vp : Eq. (6.7)
7: Normalisation du vecteur vp : vp ← vp/ ‖vp‖2
8: end for
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6.3.2 Test de consistance
Les nouvelles fonctions de groupement sont utilise´es pour l’apprentissage de SVM comme de´crit
en Section 6.2.1, et avec les meˆmes permutations. Les taux de classification η¯ sont re´sume´s dans la
Table 6.2. Nous remarquons que ces taux de classification sont meilleurs que ceux de la Table 6.1.
Cette le´ge`re diffe´rence est due au fait que les signaux originaux de la base UCI Character Trajectories
ne sont pas tous recale´s exactement de la meˆme fac¸on, i.e. de´coupe´s au meˆme e´chantillon. Ce le´ger
proble`me de recalage est aussi constate´ dans [VEG12]. Ainsi, une bonne disposition des feneˆtres permet
de s’affranchir de cet inconve´nient lie´ a` l’acquisition de donne´es temporelles. Nous effectuons aussi le
test de consistance par translation temporelle, et les taux de classification η¯consist sont tous identiques
a` ceux de la Table 6.2, quelle que soit la valeur de NZ . Les taux de classification sont inchange´s quand
les signaux sont translate´s, ce qui prouve bien la consistance par translation du nouveau feneˆtrage ayant
engendre´ ces fonctions de groupement.
Table 6.2 – Taux de classification η¯ sur les vecteurs de caracte´ristiques extraits des signaux.
Fonctions feneˆtre´es `′0 `′0.5 `′1 `′2 `′∞
∑′ (.)
Taux η¯ (%) 60.23 ± 0.38 79.98 ± 0.06 84.81 ± 0.30 80.28 ± 0.94 85.05 ± 0.23 90.88 ± 0.06
Nous trac¸ons en Fig. 6.6 les taux η¯consist pour les fonctions
∑
(.) et
∑′ (.) en fonction de la valeur
NZ . La consistance par translation de la fonction de groupement
∑′ (.) est bien mise en valeur. Dans
cette expe´rience, les re´sultats ont e´te´ obtenus sur une grille de parame`tres SVM restreinte, a` cause du
grand nombre de signaux et des multiples fonctions de groupement a` tester. Le but n’est pas d’atteindre
l’e´tat de l’art, mais d’avoir une base commune pour une comparaison e´quitable des descripteurs.
Ce test est aussi re´alise´ avec un re´seau de neurones convolutifs [LBBH98], Convolutional Neural
Network (CNN) en anglais, qui est la me´thode de re´fe´rence pour la classification de signaux temporels
(cf. Section 6.4.3 pour plus de de´tails). Les re´sultats obtenus sont eux aussi ajoute´s a` la Fig. 6.6. Le taux
de classification est de 98.85 ± 0.33% pour NZ = 0, ce qui est l’e´tat de l’art en matie`re de classification
de signaux temporels. Cependant, nous observons que les performances se de´gradent tre`s vite quand les
signaux sont translate´s. Ce phe´nome`ne vient du fait que l’apprentissage du CNN est fait seulement sur
des signaux non translate´s. Dans ce test de consistance, les signaux sont translate´s. Si les fonctions de
groupement sont effectivement consistantes par translation, il n’y a pas de modification de la distribution
statistique des vecteurs de caracte´ristiques : les performances du classifieur restent donc identiques. Par
contre, quand le classifieur est applique´ sur les signaux bruts comme pour le CNN, la distribution des
signaux est modifie´e par les translations, et les performances du classifieur se de´gradent. Par la suite, nous
re´aliserons un test comple´mentaire pour lequel nous introduirons des signaux translate´s ale´atoirement
dans l’ensemble d’apprentissage du CNN.
6.3.3 Discussion
Une fonction de groupement non feneˆtre´e est donc pleinement consistante par translation. Les ex-
pe´riences re´alise´es nous ont permis de constater qu’une approche feneˆtre´e ame´liore les re´sultats de clas-
sification, tout en rajoutant un hyper-parame`tre concernant le nombre de feneˆtres. Une fonction de
groupement feneˆtre´e est un compromis entre la consistance par translation et la pre´servation d’informa-
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Fig. 6.6 – Taux de classification η¯consist sur les vecteurs de caracte´ristiques extraits des signaux translate´s
ale´atoirement par les fonctions de groupement
∑
(.) et
∑′
(.), et pour le CNN.
tions relatives a` la localisation et a` l’ordre des coefficients. S’il n’y a qu’une seule feneˆtre, nous retombons
sur le cas non feneˆtre´ consistant par translation ; s’il y a autant de feneˆtres que d’e´chantillons, la fonction
ne modifie pas le vecteur d’entre´e, et toutes les informations d’ordre sont conserve´es. Une perspective
est de tester d’autres types de feneˆtres : triangle, Hamming, etc.
Le CNN a de meilleurs re´sultats que les approches base´es sur les descripteurs issus de spikegramme.
Cela provient du fait que c’est un classifieur discriminatif, optimise´ entie`rement graˆce a` une fonctionnelle
de classification. Cependant, la dernie`re expe´rience montre que le CNN re´clame une segmentation des
signaux qui soit toujours identique. Un de´calage trop important dans la de´coupe initiale d’un signal met
en de´faut le CNN.
Pour conclure, les diffe´rentes fonctions de groupement consistantes par translation ont e´te´ compare´es
sur les meˆmes donne´es, avec le meˆme classifieur et la meˆme grille de parame`tres. Cette comparaison
a montre´ l’optimalite´ du feneˆtrage pre´sente´, ge´ne´rant une nouvelle famille de fonctions de groupement.
D’autre part, cette comparaison a montre´ les avantages (pas de perte de performances lors de translation)
et les limites (performances de bases plus faibles) de telles approches par rapport a` un classifieur comme
le CNN.
6.4 Apprentissage de dictionnaire discriminant
Les de´compositions sur un dictionnaire appris permettent des classifications satisfaisantes, mais qui
restent limite´es par leur caracte`re ge´ne´ratif. De plus, cette approche est effectue´e en deux e´tapes inde´pen-
dantes : apprentissage du dictionnaire puis apprentissage du classifieur. Une des fac¸ons d’ame´liorer cette
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classification est d’inte´grer des contraintes de discrimination lors de l’apprentissage du dictionnaire. Cette
section est en re´alite´ une discussion sur l’apprentissage de dictionnaire discriminant, sur l’unification de
plusieurs domaines, et sur les perspectives futures.
6.4.1 Contexte
L’apprentissage de dictionnaire est naturellement porte´ vers le clustering non-supervise´ (cf. lien avec
les K-means en Section 1.3.3) et il est parfois utilise´ pour faire de la classification [TF11]. Cependant,
l’apprentissage du dictionnaire et l’entraˆınement du classifieur sont effectue´s inde´pendamment, ce qui
est une perte d’efficacite´. De plus, si les de´compositions adapte´es montrent une certaine reproductibilite´
(cf. Fig. 6.3), le dictionnaire appris est optimise´ seulement par des crite`res `2 d’erreur de repre´sentation :
il ne posse`de donc que des proprie´te´s ge´ne´ratives, et non discriminatives. Le but est donc d’apprendre
un dictionnaire de manie`re supervise´e, en inte´grant des contraintes de discrimination qui renforceront
ses performances de classification. Si l’apprentissage de dictionnaire ge´ne´ralise l’algorithme de clustering
des K-means, la de´composition parcimonieuse est instable par nature. Le but d’inte´grer des proprie´te´s
discriminatives est d’ame´liorer les performances de classification en stabilisant les de´compositions intra-
classes.
A ce stade, deux tendances se rejoignent : les approches discriminatives (apprentissage de frontie`res
entre les classes) souhaitent inte´grer des proprie´te´s ge´ne´ratives pour eˆtre plus robustes au bruit [HA06],
et les approches ge´ne´ratives (apprentissage des barycentres des classes) souhaitent inte´grer des proprie´te´s
discriminatives pour ame´liorer leurs performances par rapport aux approches discriminatives. Re´cem-
ment, plusieurs travaux essaient de lier ces deux approches, et les re´sultats sont prometteurs. Le crite`re
d’optimisation d’un dictionnaire discriminant est un compromis entre reconstruction et discrimination.
Si le parame`tre de compromis tend vers la reconstruction, nous retrouvons l’apprentissage de dictionnaire
classique ; s’il tend vers la discrimination, nous retrouvons un classifieur discriminatif [HTF09].
Nous faisons un e´tat de l’art me´thodologique sur les apprentissages de dictionnaires discriminants,
puis nous e´tudierons le cas des dictionnaires invariants par translation.
6.4.2 Cas classique : e´tat de l’art
Nous faisons d’abord la revue des de´compositions parcimonieuses discriminantes, puis des appren-
tissages de dictionnaires discriminants. Ce travail est d’autant plus utile que la plupart de ces travaux
sont tre`s re´cents, et qu’il n’existe pas de synthe`se ge´ne´rale sur le sujet. Ces me´thodes utilisent parfois
les approximations parcimonieuses multicanales pour traiter paralle`lement les P signaux groupe´s dans
Y ∈ RN×P , et obtenir ainsi les coefficients de de´composition X ∈ RM×P (avec M le nombre d’atomes).
De´compositions parcimonieuses discriminantes
Une des fac¸ons les plus re´pandues est de constituer un dictionnaire Φ concate´nant C sous-dictionnaires
Φc, soit un par classe. De plus, la fonction δc(.) : RM → RM se´lectionne les coefficients associe´s a` la
classe Clc et met a` ze´ro tous les autres. La me´thode Sparse Representation based Classification (SRC)
[WYG+09] calcule les coefficients de de´composition xˆ sur Φ, puis un re´sidu est calcule´ pour chaque
classe en utilisant Φδc(xˆ) comme approximation. La classification est effectue´e en cherchant la classe qui
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minimise ainsi le re´sidu :
cˆ = argminc ‖y − Φδc(xˆ)‖22 . (6.12)
D’autres me´thodes introduisent des termes discriminatifs lors de la se´lection des atomes. Un crite`re de
Fisher (variance inter-classe divise´e par variances intra-classe) est calcule´ sur l’ensemble des coefficients
de de´composition, puis il est ajoute´ dans la fonctionnelle d’optimisation d’un OMP multicanal [HA06] :
l’algorithme se´lectionne donc les atomes selon un compromis entre reconstruction et discrimination.
Toujours dans un cas multicanal, [KF08] propose une fonctionnelle de se´lection comportant trois termes :
une contrainte de ressemblance entre l’atome candidat et la variance inter-classe calcule´e sur les signaux
(et non les coefficients), une contrainte d’orthogonalite´ entre l’atome candidat et le dictionnaire actif et
le terme classique de produit scalaire entre l’atome et le re´sidu.
Si ces me´thodes fournissent des de´compositions discriminantes, elles doivent faire le choix d’un dic-
tionnaire ad hoc. Les signaux de l’ensemble d’apprentissage peuvent eˆtre choisis comme dictionnaire
[WYG+09], le meilleur dictionnaire discriminant peut eˆtre cherche´ parmi plusieurs dictionnaires analy-
tiques [SC95] ou encore les parame`tres d’ondelettes peuvent eˆtre optimise´s pour ame´liorer la classification
[SSD03, LGP+08, YR11]. Une autre approche consiste a` apprendre le dictionnaire discriminant qui four-
nit la classification optimale.
Apprentissages de dictionnaires discriminants
Si le but de toutes ces me´thodes est d’apprendre un dictionnaire discriminant, les imple´mentations
possibles sont nombreuses. Le but de ce paragraphe est de faire une revue structure´e de ces multiples
approches.
L’une des ide´es ge´ne´rales est d’effectuer des groupements d’atomes : un dictionnaire ou un sous-
dictionnaire est cre´e´ pour chaque classe. L’approche la plus ancienne consiste a` apprendre un dictionnaire
Φc par classe sur les signaux d’apprentissage, puis a` de´composer le signal a` classer sur chaque dictionnaire
appris : celui qui minimise la norme du re´sidu de´signe la classe d’attribution [SH06]. Cette ide´e est reprise
dans une proce´dure ite´rative et dans un contexte non-supervise´ [SS10] : chaque signal d’apprentissage
est de´compose´ sur chaque dictionnaire Φc et est attribue´ a` la classe dont le dictionnaire minimise la
norme du re´sidu, les C dictionnaires sont ensuite mis a` jour avec leurs signaux attribue´s. Gardant l’ide´e
de classer les signaux selon la norme des re´sidus, [MBP+08] apprend un dictionnaire par classe, avec une
e´tape de de´composition classique et une e´tape de mise a` jour du dictionnaire contenant une fonction
softmax. Cette fonction assure que le re´sidu sur le dictionnaire cible est faible, tout en maximisant
les re´sidus obtenus sur les autres. Reprenant l’approche de [SH06], [YZYZ10] apprend C dictionnaires
inde´pendants, puis les fusionne dans un dictionnaire utilise´ avec le SRC pour classer les signaux.
Une approche plus re´cente utilise un dictionnaire global concate´nant C sous-dictionnaires. L’une des
conse´quences est que les sous-dictionnaires peuvent partager des atomes en commun, repre´sentant ainsi
des motifs communs a` toutes les classes. S’inspirant du travail de [SS10], [RSS10] apprend chaque sous-
dictionnaire inde´pendamment, mais ajoute une contrainte de de´corre´lation entre les atomes des sous-
dictionnaires. En plus d’un crite`re de Fisher (sur les coefficients), les sous-dictionnaires sont aussi utilise´s
dans [YZFZ11] pour introduire un crite`re triple de reconstruction discriminative : il favorise l’utilisation
exclusive du sous-dictionnaire de la classe du signal. Le crite`re re´sultant est aussi bien utilise´ dans l’e´tape
de de´composition que dans l’e´tape de mise a` jour du dictionnaire.
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Une autre des ide´es ge´ne´rales est d’effectuer des groupements de signaux d’une meˆme classe graˆce
a` une parcimonie groupe´e par norme mixte. Cela favorise l’apprentissage d’atomes qui fournissent des
de´compositions identiques pour tous les signaux de la classe, e´vitant ainsi les instabilite´s des de´compo-
sitions au sein d’une meˆme classe. Un OMP multicanal est modifie´ dans [RS07] pour inte´grer un crite`re
de Fisher dans l’e´tape de se´lection. Les signaux d’une meˆme classe sont de´compose´s ensemble par un
mode`le multicanal, mais le dictionnaire appris est commun a` toutes les classes.
Toutes les me´thodes e´voque´es pre´ce´demment ont pour but d’apprendre des atomes qui favorisent la
classification des signaux de´compose´s, notamment en apprenant ensuite un classifieur. L’inconve´nient de
cette approche est de diviser l’apprentissage du dictionnaire discriminant et celui du classifieur en deux
proble`mes inde´pendants. Certaines approches apprennent un classifieur en meˆme temps que le diction-
naire. Un crite`re logistique est utilise´ pour apprendre un classifieur line´aire (traitant les coefficients) ou
biline´aire (coefficients et signaux) dans [MBP+09]. L’e´tape de de´composition est inchange´e et l’e´tape
de mise a` jour des atomes est re´alise´e de manie`re alterne´e avec l’apprentissage du classifieur. Ce travail
est ge´ne´ralise´ dans [MBP12] au cas semi-supervise´, aux cas multiclasses, etc. Un crite`re quadratique
est utilise´ pour entraˆıner un classifieur line´aire (traitant les coefficients) lors d’un apprentissage alterne´
entre le dictionnaire et le classifieur [PV08], puis lors d’un apprentissage simultane´ [ZL10], puis avec
l’introduction des sous-dictionnaires dans le Label Consistent K-SVD [JLD11].
Pour conclure cette revue, il existe de multiples me´thodes d’apprentissage pour inte´grer des contraintes
discriminatives. La difficulte´ de cette synthe`se est due aux nombreux parame`tres qui peuvent eˆtre combi-
ne´s : sous-dictionnaires ou non, contrainte de de´corre´lation des atomes, choix du crite`re de discrimination
et savoir s’il est applique´ aux signaux, aux coefficients ou aux re´sidus, inte´gration du crite`re discriminant
dans la se´lection et/ou dans la mise a` jour du dictionnaire, etc. 2 De plus, certaines questions restent
ouvertes. Dans le cas de sous-dictionnaires, [RSS10] ignorent les atomes communs partage´s. Est-ce un
avantage ou un inconve´nient que les sous-dictionnaires partagent des atomes communs ?
6.4.3 Cas invariant par translation
Notre proble`me est de savoir comment e´tendre ce type de me´thodes au cas d’invariance par transla-
tion. Pour cela, nous e´voquons deux me´thodes proches de cette proble´matique.
Lien entre DLA invariant par translation et CNN
Dans ce paragraphe, nous nous inte´ressons aux re´seaux de neurones convolutifs [LBBH98], soit Convo-
lutional Neural Network (CNN) en anglais, de´die´s a` la classification de signaux robuste a` la translation.
Les CNN sont e´minemment efficaces pour la reconnaissance d’e´criture mais sont souvent conside´re´s
comme des boˆıtes noires. Leur fonctionnement interne paraˆıt obscur. Nous faisons ici un paralle`le entre
l’apprentissage de dictionnaire invariant par translation et les CNN, afin de comprendre les ressemblances
et les diffe´rences.
Dans un premier temps, nous rappelons le fonctionnement du re´seau de neurones classiquement utilise´
pour la classification, a` savoir le Perceptron Multicouches, soit en anglais Multilayer Perceptron (MLP)
[DHS01]. Inspire´ de l’architecture du cerveau, il est compose´ de plusieurs couches de neurones : la couche
d’entre´e contenant le vecteur de caracte´ristiques vp a` classer, une ou plusieurs couches cache´es relie´es
2. Chacun de ces parame`tres serait une fac¸on de structurer une synthe`se sur le sujet.
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par les ponde´rations W , et une couche de sortie z ∈ RC compose´e de C = 20 neurones, dont le re´sultat
permet de classer le vecteur d’entre´e vp.
Utilise´ comme un classifieur, le MLP est capable d’apprendre de manie`re supervise´e des frontie`res non-
line´aires entre les diffe´rentes classes de l’ensemble d’apprentissage Va, graˆce a` la mise a` jour des ponde´-
rations W par re´tro-propagation [DHS01] qui est une optimisation non-convexe. Les ponde´rations sont
apprises sur l’ensemble d’apprentissage {vp}Pp=1 de telle sorte que la valeur zc du cie`me neurone de la
couche de sortie z soit e´gale a` 1 si la classe du vecteur d’entre´e vp est la classe Clc, pendant que les autres
neurones de sortie sont e´gaux a` −1. Ainsi, le MLP minimise l’erreur quadratique E entre les sorties
z ∈ RC du MLP et les valeurs cibles t ∈ RC (aussi appele´es labels) selon :
E(W ) =
P∑
p=1
(z(vp)− t(vp))2 = ‖Z − T‖2F , (6.13)
Wˆ = arg minW E(W ) . (6.14)
avec Z ∈ RC×P les sorties du MLP et T ∈ RC×P les valeurs cibles pour l’ensemble d’apprentissage.
Le CNN est une extension du MLP au cas convolutif [LBBH98]. C’est un syste`me qui traite direc-
tement les signaux bruts de l’ensemble d’apprentissage Y a graˆce a` une cascade de filtres convolutifs et
de sous-e´chantillonnages effectue´s par fonctions de groupement feneˆtre´es. La sortie de cette cascade est
ensuite relie´e a` un MLP classique qui optimise la meˆme fonction de couˆt que pre´ce´demment. Les filtres
convolutifs W˜ sont eux aussi appris par re´tro-propagation, et optimise´s pour extraire automatiquement
des signaux Y a les caracte´ristiques Va favorisant la classification du MLP. Ce syste`me est donc robuste
a` d’e´ventuelles translations des signaux d’apprentissage, a` condition qu’elles restent dans l’intervalle des
feneˆtres des fonctions de groupement du CNN.
Fig. 6.7 – Filtres convolutifs appris par le CNN sur les signaux bruts.
Nous mettons en place un CNN constitue´ d’une couche de L = 10 filtres convolutifs suivie d’une
fonction de groupement feneˆtre´e effectuant un sous-e´chantillonnage (moyenne sur 3 e´le´ments), puis d’un
MLP a` 3 couches. Nous appliquons ce CNN sur les donne´es Character Trajectories, et nous affichons les
filtres convolutifs appris W˜ en Fig. 6.7. Remarquons que ces filtres sont eux aussi trivarie´s. Ces filtres
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sont difficilement interpre´tables car ils ne repre´sentent rien par rapport aux signaux : ils sont appris afin
d’extraire les caracte´ristiques les plus discriminantes. Notons aussi que le taux de classification obtenu
par le CNN et moyenne´ sur 10 tests est de 98.85 ± 0.33%.
Pour re´sumer, le CNN apprend des filtres translatables (Fig. 6.7) qui discriminent/classent au mieux
les signaux alors que le DLA invariant par translation apprend des noyaux translatables (Fig. 6.4) qui
reconstruisent/repre´sentent au mieux les signaux.
Nous comple´tons l’expe´rience de consistance par translation de la Section 6.3.2, dans laquelle nous
avons constate´ que les taux de classification du CNN se de´gradent quand les signaux de test sont trans-
late´s. Dans cette expe´rience, nous translatons ale´atoirement les signaux de l’ensemble de test et de
l’ensemble d’apprentissage. Les taux de classification moyenne´s sur 10 tests sont affiche´s en Fig. 6.8. Les
valeurs de l’avant de la surface (pas de de´calage des signaux d’apprentissage) correspondent aux taux de
classification du CNN de la Fig. 6.6. Nous observons que le CNN devient robuste aux translations quand
les signaux d’apprentissage sont eux aussi translate´s, et qu’il a d’excellents taux de classification. Cette
expe´rience souligne l’avantage des descripteurs consistants par translation qui s’affranchissent du besoin
d’introduire les variabilite´s dans l’ensemble d’apprentissage. Ne´anmoins, il est plus facile d’introduire
des variabilite´s a` valeurs discre`tes (de´calages τ) qu’a` valeurs continues (par exemple, la rotation des
trajectoires).
Fig. 6.8 – Taux de classification obtenus pour le CNN en fonction des de´calages temporels ale´atoires des signaux
de test et des signaux d’apprentissage.
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Lien entre DLA invariant par translation et la Scattering Transform
La Scattering Transform introduite dans [Mal12] fournit des repre´sentations ayant des invariances
telles que translation, rotation, e´chelle, etc. Cette transforme´e est une cascade de convolutions dont
l’architecture est proche de celle des CNN. Les filtres de convolutions sont de´finis comme des ondelettes
complexes, et non appris comme dans l’apprentissage de dictionnaire ou dans le CNN. Les convolutions
sont suivies d’un ope´rateur module et d’un filtrage passe-bas re´alise´ par convolution avec une Gaussienne
(ce qui revient a` appliquer une norme `1 ponde´re´e sur une feneˆtre glissante), et le vecteur re´sultant est
sous-e´chantillonne´. Au final, cela revient a` appliquer une fonction de groupement sur les convolutions.
La Scattering Transform effectue une de´composition des signaux dans un but reconstructif, similaire a`
la de´composition sur un dictionnaire invariant par translation, et non dans un but discriminatif comme
le CNN.
Les proprie´te´s d’invariances de la de´composition sont e´minemment efficaces pour faire de la classi-
fication puisqu’elles e´liminent des repre´sentations la plupart des variabilite´s entre les occurrences d’une
meˆme classe [BM13]. Les coefficients de de´composition sont utilise´s dans des classifieurs et obtiennent
des re´sultats en reconnaissance d’e´criture e´quivalents a` ceux du CNN.
Pour conclure cette section, il existe plusieurs me´thodes d’apprentissage de dictionnaires discriminants
re´cemment mises au point. Les choix de parame`tres e´tant multiples, elles ont toutes des imple´mentations
diffe´rentes. Le domaine est tre`s actif, mais le cas d’invariance par translation n’a pas encore e´te´ e´tudie´,
ce qui donne une perspective forte aux travaux. Enfin, nous avons fait le lien avec d’autres me´thodes
voisines, comme le CNN ou la Scattering Transform.
Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons fait la revue puis compare´ les diffe´rentes fonctions de groupement avec
le meˆme classifieur et les meˆmes donne´es. Consistantes par translation, ces fonctions de groupement sont
applique´es aux de´compositions invariantes par translation. Elles sont inchange´es quand les signaux sont
translate´s, ce qui permet de maintenir une classification identique. Cependant, les re´sultats ne sont pas
aussi bons que les classifieurs du type CNN.
Pour ame´liorer la classification de ces de´compositions parcimonieuses, il est possible d’apprendre
un dictionnaire discriminant. Ce domaine est en plein essor, et de multiples me´thodes existent. Les
perspectives sont de mettre en œuvre un apprentissage de dictionnaire discriminant et invariant par
translation.
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Conclusion et perspectives
Conclusion
Dans cette the`se, nous nous sommes inte´resse´s aux me´thodes d’approximation et d’apprentissage
qui fournissent des repre´sentations parcimonieuses et nous avons effectue´ une revue de ce domaine. Ces
me´thodes permettent d’analyser des bases de donne´es tre`s redondantes a` l’aide de dictionnaires d’atomes
appris. Etant adapte´s aux donne´es e´tudie´es, ils sont plus performants en qualite´ de repre´sentation que
les dictionnaires classiques dont les atomes sont de´finis analytiquement.
Nous avons conside´re´ plus particulie`rement des signaux multivarie´s re´sultant de l’acquisition simul-
tane´e de plusieurs grandeurs, comme les signaux EEG ou les signaux de mouvements 2D et 3D. Nous
avons e´tendu les me´thodes de repre´sentations parcimonieuses au mode`le multivarie´, pour prendre en
compte les interactions entre les diffe´rentes composantes acquises simultane´ment. Ce mode`le est plus
flexible que l’habituel mode`le multicanal qui impose une hypothe`se de rang 1. Pour les EEG, nous avons
constate´ que le dictionnaire appris multivarie´ est plus efficace que le dictionnaire de Gabor multicanal
et, en apprenant un motif du potentiel e´voque´ P300, nous avons montre´ que le dictionnaire appris peut
avoir une signification physiologique.
Nous avons e´tudie´ des mode`les de repre´sentations invariantes : invariance par translation temporelle,
invariance par rotation, etc. En ajoutant des degre´s de liberte´ supple´mentaires, chaque noyau est poten-
tiellement de´multiplie´ en une famille d’atomes, translate´s a` tous les e´chantillons, tourne´s dans toutes les
orientations, etc. Ainsi, un dictionnaire de noyaux invariants ge´ne`re un dictionnaire d’atomes tre`s redon-
dant, et donc ide´al pour repre´senter les donne´es e´tudie´es redondantes. Toutes ces invariances ne´cessitent
la mise en place de me´thodes adapte´es a` ces mode`les.
L’invariance par translation temporelle est une proprie´te´ incontournable pour l’e´tude de signaux
temporels ayant une variabilite´ temporelle naturelle. Nous avons illustre´ cela sur les signaux EEG : le
potentiel e´voque´ P300 posse`de une latence temporelle que notre me´thode prend en compte contrairement
aux approches classiques de moyennage.
Dans le cas de l’invariance par rotation 2D, le passage en complexe suffit a` re´soudre le proble`me.
Dans le cas 3D, l’extension aux quaternions ne permet pas de re´soudre le proble`me d’invariance par
rotation. Nous utilisons une me´thode base´e sur le recalage de Procrustes. Nous avons constate´ l’efficacite´
de l’approche non-oriente´e sur celle oriente´e, meˆme dans le cas ou` les donne´es ne sont pas tourne´es. En
effet, le mode`le non-oriente´ permet de de´tecter les invariants des donne´es, et assure la robustesse a` la
rotation quand les donne´es tournent. Nous avons illustre´ ce phe´nome`ne sur des donne´es de mouvements
2D et 3D.
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Nous avons aussi constate´ la reproductibilite´ des de´compositions parcimonieuses sur un dictionnaire
appris. Cette proprie´te´ ge´ne´rative s’explique par le fait que l’apprentissage de dictionnaire est une ge´ne´-
ralisation des K-means. D’autre part, nos repre´sentations posse`dent de nombreuses invariances, ce qui
est ide´al pour faire de la classification.
Nous avons donc e´tudie´ comment effectuer une classification adapte´e au mode`le d’invariance par
translation, en utilisant des fonctions de groupement consistantes par translation. Nous avons fait une
comparaison des diffe´rentes fonctions de l’e´tat de l’art avec le meˆme classifieur et les meˆmes donne´es,
et nous avons propose´ un nouveau feneˆtrage. Les performances restent moins bonnes que les classifieurs
discriminatifs tels que les CNN, ce qui ouvre des perspectives d’ame´lioration.
Perpectives
Dans cette dernie`re partie, nous e´voquerons plusieurs perspectives concernant les me´thodes de de´-
composition, les mode`les d’invariance ou encore les liens entre de´composition et classification.
Les algorithmes de de´composition pre´sente´s dans cette the`se sont base´s sur l’OMP qui est une me´-
thode parcimonieuse `0 non-convexe. Cette non-convexite´ peut bloquer l’optimisation dans un minimum
local, et favoriser ainsi l’instabilite´ naturelle des de´compositions parcimonieuses. Ce phe´nome`ne a e´te´
illustre´ en Section 4.5.2 avec l’exemple de la lettre v. La premie`re des perspectives est de « convexi-
fier » les algorithmes pre´sente´s pour ame´liorer leurs re´sultats, tout en prenant en compte le fait qu’ils
doivent eˆtre imple´mente´s dans un cadre d’invariance par translation temporelle.
Nous avons aussi introduit plusieurs invariances dans les mode`les de de´composition : a` l’e´chelle (ou
dilatation spatiale), a` la translation temporelle, a` la rotation, etc. Une des perspectives est d’inte´grer dans
notre mode`le l’invariance par dilatation temporelle. Dans le cas de l’e´tude de gestes, cela permettrait
d’analyser le meˆme mouvement, re´alise´ lentement ou rapidement, avec les meˆmes noyaux. En ajoutant
un degre´ de liberte´ supple´mentaire, le noyau :
ψl(t− τ) devient 1√
s
· ψl
(
t− τ
s
)
,
avec s le parame`tre de dilatation temporelle, choisi sur une grille uniforme ou dyadique. Un mode`le
utilisant de tels noyaux est robuste a` la dilatation temporelle des signaux.
Nous rappelons le mode`le multivarie´ ge´ne´ralise´ (2.17) pre´sente´ au Chapitre 2. En conside´rant le signal
multivarie´ y ∈ RN×V , les atomes multivarie´s φm ∈ RN×Um ayant chacun leur dimension spe´cifique Um,
et les matrices Rm ∈ RUm×V , le mode`le s’e´crit :
y =
M∑
m=1
xmφmRm +  .
Dans cette the`se, nous nous sommes restreints au cas ou` ∀m ∈ NM , Um = V , et nous avons traite´ les
cas ou` les matrices Rm ∈ RV×V sont des matrices de rotation pour V quelconque. Les perspectives
sont de relaˆcher ces hypothe`ses fortes. Dans un premier temps, nous pouvons conside´rer des matrices
Rm ∈ RUm×V de rang plein : dans ce cas, le mode`le devient invariant par combinaison line´aire. Dans un
deuxie`me temps, nous pouvons relaˆcher toutes les hypothe`ses, et traiter le mode`le ge´ne´ral (6.15).
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Dans les Chapitres 4 et 5, nous avons e´voque´ le cas de P capteurs faisant l’acquisition simultane´e de
signaux (synchronisation temporelle) n’e´tant pas soumis a` la meˆme rotation. Notons que ces P capteurs
conside´re´s n’ont pas force´ment le meˆme nombre de composantes : ils peuvent acque´rir des signaux
univarie´s, bivarie´s et trivarie´s (par exemple, mouvement 2D bivarie´ et pression univarie´e e´tudie´s en
Chapitre 6). Le signal multicapteurs est donc compose´ de P blocs.
Deux cas sont possibles : soit les atomes des P blocs sont inde´pendants, alors dans ce cas, les P
signaux sont traite´s isole´ment. Soit les atomes des P blocs ne sont pas inde´pendants, i.e. un motif
caracte´ristique pre´sent dans un des blocs se re´pe`te syste`matiquement et de manie`re simultane´e avec
des motifs caracte´ristiques des autres blocs. Alors, il est possible d’apprendre des atomes multicapteurs
compose´s de P blocs, relie´s par la simultane´ite´ temporelle, mais chacun e´tant libre de son orientation.
L’algorithme de de´composition d’un tel mode`le recale d’abord chaque bloc selon son orientation
optimale (bloc univarie´ : signe du coefficient ; bloc bivarie´ : argument du coefficient complexe ; bloc
trivarie´ : matrice de rotation), puis effectue la somme des P coefficients de corre´lation recale´s, et choisit
l’e´chantillons τ qui maximise la somme. L’algorithme ite`re apre`s avoir supprime´ du re´sidu la contribution
de l’atome se´lectionne´. Une des perspectives est donc d’e´tudier et d’appliquer cet algorithme que nous
pouvons qualifier d’invariant a` la rotation par bloc (Block Rotation Invariant (BRI)) et qui est utile pour
traiter des signaux issus de plusieurs capteurs n’e´tant pas soumis a` la meˆme rotation.
Le Chapitre 6 de´crit une me´thode qui permet de faire de la classification de signaux temporels en
prenant en compte l’invariance par translation temporelle. La premie`re perspective, bien de´taille´e en
fin de chapitre, est d’inte´grer des contraintes de discrimination dans l’apprentissage de dictionnaires
invariants par translation, afin que les de´compositions soient plus facilement classifiables.
La deuxie`me perspective concernant ce chapitre est d’e´tudier comment traiter l’invariance par rota-
tion en inte´grant la valeur des angles dans les vecteurs de caracte´ristiques. Actuellement, l’orientation des
noyaux n’est pas prise en compte dans les descripteurs, ce qui peut de´grader les performances dans les
cas ambigus ou` deux signaux diffe´rents utilisent les meˆmes noyaux mais avec des orientations diffe´rentes.
Aussi, il est ne´cessaire de travailler avec des angles relatifs a` la ligne de base (orientation principale
des mots, dans le cas de l’e´criture manuscrite) et d’inte´grer la valeur des angles dans le processus de
classification. De plus, il faut que ce proce´de´ puisse autant traiter les orientations 2D que 3D.

Chapitre 7
Annexes
7.1 Comple´ment pour la Section 1.4.2
Nous cherchons a` de´montrer que : f(θ) = θ2/2 + cos(θ) − 1 ≥ 0. D’une part, la de´rive´e vaut :
f ′(θ) = θ − sin(θ), et la de´rive´e seconde : f ′′(θ) = 1 − cos(θ) ≥ 0. Comme la de´rive´e seconde f ′′ est a`
valeurs positives ou nulles, nous en de´duisons que f est une fonction convexe. D’autre part, le minimum
de f est atteint pour f ′(θ) = 0, soit en θmin = 0, et nous avons f(θmin) = 0. Au final, f est une fonction
convexe, et donc toujours supe´rieure a` son minimum e´gal a` 0. Nous en de´duisons donc que f(θ) ≥ 0. Par
conse´quent : 1− cos(θ) ≤ θ2/2.
7.2 Conside´rations sur l’imple´mentation du M-OMP
Nous allons de´tailler la complexite´ du M-OMP dans le cas d’invariance par translation. Souvent, les
signaux acquis sont dyadiques (i.e. la longueur N des signaux est une puissance de 2). Si ce n’est pas
le cas, ils sont comple´te´s avec des ze´ro pour avoir dNe e´chantillons, avec dNe la premie`re puissance de
2 supe´rieure a` N . Ainsi, dans le cas univarie´, la corre´lation est calcule´e par FFT en O(dNe logdNe)
pour chaque noyau. Dans le cas multivarie´, la corre´lation multivarie´e est la somme des V corre´lations de
composantes, et elle est calcule´e en O(V · dNe logdNe) pour chaque noyau.
Pour retrouver le cas classique, nous pouvons simplement vectoriser le signal de N × V en NV × 1.
Cependant, une comple´tion de ze´ro est ne´cessaire entre les diffe´rentes composantes, sinon les composantes
du noyau peuvent recouvrir les composantes conse´cutives du signal lors du calcul de la corre´lation. En
limitant la longueur maximale des noyaux a` NL e´chantillons (ce qui est une perte de flexibilite´) avec NL
la longueur du plus long noyau, une comple´tion de ze´ro de NL e´chantillons doit eˆtre effectue´e entre deux
composantes successives.
Le signal comple´te´ de V (N +NL) e´chantillons est encore allonge´ afin d’eˆtre dyadique. Finalement, la
comple´xite´ de la corre´lation est O
(
(dV (N+NL)e) log(dV (N+NL)e)
)
pour chaque noyau. De plus, pour
l’e´tape de se´lection, la recherche du maximum doit eˆtre limite´e aux N+NL premiers e´chantillons de la
corre´lation obtenue.
Pour conclure, le mode`le multivarie´ est plus facile a` imple´menter pour le M-OMP et a une complexite´
plus faible que le mode`le classique avec les variables vectorise´es.
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7.3 Calcul du Hessien
Dans cette annexe, nous expliquons le calcul du Hessien Hl. Cela permet de spe´cifier le pas adaptatif
λ a` chaque noyau ψl, et de stabiliser la convergence des noyaux tre`s utilise´s lors des premie`res ite´rations
de l’apprentissage. Le calcul du Hessien est donne´ ici dans le cas de signaux complexes.
Un Hessien moyen Hl est calcule´ pour chaque noyau ψl, et non en chaque e´chantillon, pour e´viter
les fluctuations entre les e´chantillons voisins : Hl est donc re´duit a` un scalaire. En faisant l’hypothe`se de
parcimonie (peu d’atomes sont utilise´s pour l’approximation), les recouvrements des atomes se´lectionne´s
sont initialement conside´re´s comme inexistants. Ainsi, les termes des de´rive´es croise´es de Hl sont nuls,
et nous avons :
H il =
∑
τ∈σl
∣∣xil,τ ∣∣2 . (7.1)
Pour les atomes qui se recouvrent, la me´thode d’apprentissage peut devenir instable a` cause de l’er-
reur faite dans l’estimation du gradient. Nous surestimons le´ge`rement le Hessien Hl pour compenser cela.
Tous les τ ∈ σl sont classe´s par ordre croissant et inde´xe´s par j tels que : τ1 < τ2 ... < τj < τj+1 ... < τ|σl|,
avec |σl| le cardinal de l’ensemble σl. En notant T il la longueur du noyau ψl a` l’ite´ration i, l’ensemble Jl
est de´fini comme : Jl =
{
j ∈ N|σl−1| : τj+1−τj<T il
}
. Cela permet d’identifier les situations de recouvre-
ments. Les termes des de´rive´es croise´es de Hl ne sont plus conside´re´s nuls, et leurs contributions sont
proportionnelles a` xi ∗l,τj x
i
l,τj+1
+ xil,τj x
i ∗
l,τj+1
= 2 <(xi ∗l,τj xil,τj+1). Les situations de doubles recouvrements
(ou plus) ne sont pas prises en compte, i.e. quand τj+2− τj < T il . Graˆce a` l’hypothe`se de parcimonie, ces
situations sont conside´re´es comme tre`s rares (ce qui est ve´rifie´ en pratique), et sont compense´es en sur-
estimant Hl. Nous prenons la valeur absolue des termes croise´s :
∣∣∣xi ∗l,τj xil,τj+1∣∣∣ ≥ 2<(xi ∗l,τj xil,τj+1). Cette
valeur absolue n’est pas de´rangeante, meˆme avec des recouvrements multiples, parce qu’il est mieux
de surestimer le´ge`rement Hl que de le sous-estimer (« il vaut mieux avancer peu mais suˆrement »).
Finalement, nous proposons l’approximation suivante pour Hl, rapide a` calculer :
H il =
∑
τ∈σl
∣∣xil,τ ∣∣2 + 2∑
j∈Jl
T il − (τj+1 − τj)
T il
∣∣∣xi ∗l,τj xil,τj+1∣∣∣ . (7.2)
Quelques commentaires peuvent eˆtre faits en regardant l’Eq. (7.2) :
– si l’e´cart entre les supports de deux atomes est toujours plus grand que Tl, nous retrouvons la
premie`re approximation de l’Eq. (7.1) ;
– quand le recouvrement est faible, les produits croise´s influencent peu le Hessien ;
– les recouvrements intra-noyau ont e´te´ conside´re´s, mais pas ceux inter-noyaux. Cependant, nous
observons que ces recouvrements inter-noyaux ne perturbent pas l’apprentissage, donc nous faisons
le choix de les ignorer.
L’e´tape de mise a` jour base´e sur l’Eq. (2.21) et l’Eq. (7.2) est appele´e Mise a` jour LM (e´tape 5, Algo-
rithme 7).
Sans le Hessien dans l’Eq. (2.21), nous retrouvons une mise a` jour du 1er ordre. Dans ce cas, la vitesse
de convergence est directement lie´e a` la somme des coefficients de de´composition. L’avantage du Hessien
est de tendre a` rendre la vitesse de convergence similaire pour tous les noyaux, inde´pendamment de leurs
utilisations dans les de´compositions. Concernant l’approximation du Hessien, au de´but de l’apprentissage,
les noyaux qui sont encore des bruits blancs se recouvrent fre´quemment et la me´thode peut devenir
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instable. En augmentant le Hessien, l’approximation stabilise donc le de´but du processus d’apprentissage.
Apre`s, puisque les noyaux convergent, les recouvrements deviennent plus rares et l’approximation du
Hessien devient proche de l’Eq. (7.1).
7.4 Produits scalaires pour les quaternions
L’alge`bre des quaternions e´tant non-commutative, nous devons choisir un mode`le de de´composition
line´aire avec multiplication des scalaires soit a` droite, soit a` gauche. Nous souhaitons de´finir un produit
scalaire associe´ a` chacun des mode`les. La non-commutativite´ nous impose de relaˆcher la de´finition du
produit scalaire hermitien, i.e. de´fini positif et sesquiline´aire (i.e. line´arite´ par rapport a` un des argu-
ments, semi-line´arite´ par rapport a` l’autre).
Dans ce paragraphe, nous allons e´tudier le mode`le quaternionique line´aire avec multiplication des
scalaires a` droite : y =
∑M
m=1 φm xm + .
De´finition
Une application de HN × HN → H est un produit scalaire hermitien a` droite si elle est de´finie positive
et sesquiline´aire a` droite (i.e. line´arite´ par rapport au 1er argument, semi-line´arite´ par rapport au 2ie`me
argument).
Proposition
Soient les vecteurs quaternioniques q1 et q2 ∈ HN , l’application :
HN ×HN → H
(q1, q2) 7→ 〈q1, q2〉r = qH2 q1 ,
est un produit scalaire hermitien a` droite.
Preuve
Nous conside´rons les vecteurs q1, q2 et q3 ∈ HN et les scalaires λ et µ ∈ H. L’application propose´e
ci-dessus est :
1 - de´finie : 〈q1, q1〉r = 0 ⇒ q1 = 0 ;
2 - positive : 〈q1, q1〉r = qH1 q1 =
∑N
n=1 q1(n)
2 ∈ H+ ;
3 - syme´trique hermitienne : 〈q2, q1〉r = qH1 q2 = (qH2 q1)∗ = 〈q1, q2〉∗r ;
4 - line´aire a` droite par rapport au 1er argument :
〈q1λ+ q2µ, q3〉r = qH3 q1λ+ qH3 q2µ = 〈q1, q3〉r λ+ 〈q2, q3〉r µ ;
156 Annexes
5 - semi-line´aire a` droite par rapport au 2ie`me argument :
〈q1, q2λ+ q3µ〉r = (q2λ)Hq1 + (q3µ)Hq1 = λ∗qH2 q1 + µ∗qH3 q1 = λ∗ 〈q1, q2〉r + µ∗ 〈q1, q3〉r.
L’application conside´re´e est donc de´finie positive et sesquiline´aire a` droite.

Remarque
Cependant, nous remarquons que cette application n’est pas line´aire a` gauche par rapport au 1er
argument :
〈λq1 + µq2, q3〉r = qH3 λq1 + qH3 µq2 6= λqH3 q1 + µqH3 q2 = λ 〈q1, q3〉r + µ 〈q2, q3〉r.
Elle n’est pas non plus semi-line´aire a` gauche par rapport au 2ie`me argument :
〈q1, λq2 + µq3〉r = (λq2)Hq1 + (µq3)Hq1 = qH2 λ∗q1 + qH3 µ∗q1 6= λ∗ 〈q1, q2〉r + µ∗ 〈q1, q3〉r.
Ainsi, l’application propose´e n’est pas sesquiline´aire a` gauche, et donc n’est pas sesquiline´aire. Cepen-
dant, ces deux derniers points ne sont pas pe´nalisants, puisque qu’il n’y a jamais de scalaire multiplie´ a`
gauche dans le mode`le conside´re´.
Les conside´rations ci-dessus peuvent eˆtre faites de manie`re analogue pour le mode`le multiplicatif a`
gauche et l’application line´aire :
HN ×HN → H
(q1, q2) 7→ 〈q1, q2〉l = q1qH2 ,
qui est de´finie positive et sesquiline´aire a` gauche.
7.5 Etape de se´lection pour le Q-OMPr
Pour le Q-OMPr, la fonction de couˆt MSE a` valeurs re´elles est J = ‖‖22 = H, avec  de´fini comme
 = k−1 = φx+ k. La de´rive´e de J par rapport a` x est calcule´e ci-dessous.
Remarquons que cette de´rivation quaternionique va eˆtre effectue´e comme la somme des gradients
composantes a` composantes. Cette manie`re est appele´e pseudo-gradient par Mandic et al. qui proposent
un ope´rateur gradient quaternionique dans [MJT11] afin d’e´tendre aux quaternions l’ope´rateur gradient
complexe [Bra83]. En utilisant leurs nouvelles re`gles de de´rivation, nous obtenons ∂J/∂x∗ = φH −
1/2 Hφ. Cependant, maximiser cette expression ne donne pas l’atome optimal. Nous avons eu l’occasion
de l’observer sur des donne´es simule´es : cette fonctionnelle ne permet pas de retrouver des atomes connus
dans des signaux quaternioniques simule´s.
∂J
∂x
=
∂J
∂xa
+
∂J
∂xb
i +
∂J
∂xc
j +
∂J
∂xd
k
=
∂H
∂xa
+ H
∂
∂xa
+
∂H
∂xb
i + H
∂
∂xb
i +
∂H
∂xc
j + H
∂
∂xc
j +
∂H
∂xd
k + H
∂
∂xd
k . (7.3)
157
En de´veloppant tous les termes de  = φx+ k et H = x∗φH + kH , nous obtenons :
∂/∂xa = φa + φbi + φcj + φdk = φ ∂
H/∂xa = φ
T
a − φTb i− φTc j− φTd k = φH
∂/∂xb = −φb + φai + φdj− φck ∂H/∂xb = −φTb − φTa i− φTd j + φTc k
∂/∂xc = −φc − φdi + φaj + φbk ∂H/∂xc = −φTc + φTd i− φTa j− φTb k
∂/∂xd = −φd + φci− φbj + φak ∂H/∂xd = −φTd − φTc i + φTb j− φTa k .
En remplac¸ant ces huit termes dans l’Eq. (7.3), nous avons :
∂J
∂x
= φH+ Hφ
+(−φTb − φTa i− φTd j + φTc k)(−b + ai + dj− ck) (7.4)
+H(−φa − φbi− φcj− φdk)
+(−φTc + φTd i− φTa j− φTb k)(−c − di + aj + bk) (7.5)
+H(−φa − φbi− φcj− φdk)
+(−φTd − φTc i + φTb j− φTa k)(−d + ci− bj + ak) (7.6)
+H(−φa − φbi− φcj− φdk)
= φH− 2Hφ+ (7.4) + (7.5) + (7.6) . (7.7)
En de´veloppant les trois termes (7.4), (7.5) et (7.6), en additionnant et en factorisant, nous obtenons :
(7.4) + (7.5) + (7.6) = φH+ 2Hφ . (7.8)
Avec l’Eq. (7.7), nous avons finalement :
∂J
∂x
= φH− 2Hφ+ φH+ 2Hφ
= 2φH = 2 〈, φ〉r . (7.9)
Ainsi, nous pouvons conclure que l’atome qui produit la plus forte de´croissance (en valeur absolue) de
la MSE ‖‖22 est le plus corre´le´ au re´sidu, comme dans le cas complexe.
7.6 Etape de se´lection pour le Q-OMPl
Pour le Q-OMPl, la fonction de couˆt MSE est J = ‖‖22 = H , avec  de´fini comme  = k−1 = xφ+k.
La de´rive´e de J par rapport a` x est calcule´e ci-dessous.
∂J
∂x
=
∂J
∂xa
+
∂J
∂xb
i +
∂J
∂xc
j +
∂J
∂xd
k
=
∂
∂xa
H + 
∂H
∂xa
+
∂
∂xb
H i + 
∂H
∂xb
i +
∂
∂xc
H j + 
∂H
∂xc
j +
∂
∂xd
Hk + 
∂H
∂xd
k . (7.10)
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En de´veloppant tous les termes de  = xφ + k et H = φHx∗ + kH , les huit termes de l’Eq. (7.10)
deviennent :
∂J
∂x
= φH + φH
+(−φb + φai− φdj + φck)(Tb + Ta i− Td j + Tc k) (7.11)
+(φTa − φTb i− φTc j− φTd k)
+(−φc + φdi + φaj− φbk)(Tc + Td i + Ta j− Tb k) (7.12)
+(φTa − φTb i− φTc j− φTd k)
+(−φd − φci + φbj + φak)(Td − Tc i + Tb j + Ta k) (7.13)
+(φTa − φTb i− φTc j− φTd k)
= φH + φH + (7.11) + φH + (7.12) + φH + (7.13) + φH
= φH + 4φH + (7.11) + (7.12) + (7.13) . (7.14)
En de´veloppant les trois termes (7.11), (7.12) et (7.13), en additionnant et en factorisant, nous obtenons :
(7.11) + (7.12) + (7.13) = −φH − 2φH . (7.15)
Avec l’Eq. (7.14), nous avons finalement :
∂J
∂x
= φH + 4φH − φH − 2φH
= 2φH = 2 〈, φ〉l . (7.16)
De la meˆme manie`re, nous pouvons conclure que l’atome qui produit la plus forte de´croissance (en valeur
absolue) de la MSE ‖‖22 est le plus corre´le´ au re´sidu. Comme pour le Q-OMPr, l’ope´rateur gradient
quaternionique [MJT11], qui donne ∂J/∂x∗ = φH − 1/2 φH , ne permet pas de se´lectionner l’atome
optimal.
7.7 Proble`me de Procrustes orthogonal
Le proble`me du recalage de Procrustes orthogonal s’e´crit ainsi :
minx,R ‖ y − x R φ ‖2F t.q. RRT = Id . (7.17)
Nous de´veloppons la norme de Frobenius :
‖ y − x R φ ‖2F = Tr(yyT )− 2xTr(yφTRT ) + x2Tr(RφφTRT ) , (7.18)
= ‖y‖2F − 2xTr(yφTRT ) + x2Tr(φφTRTR) car Tr(AB) = Tr(BA) , (7.19)
= ‖y‖2F − 2xTr(yφTRT ) + x2 car RTR = Id et car φ est norme´.
(7.20)
Le coefficient x et la matrice de rotation R peuvent donc eˆtre estime´s inde´pendamment.
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Estimation de R
Cette de´monstration est inspire´e de [Hig95]. Suite au calcul ci-dessus, la minimisation de l’Eq. (7.17)
est finalement e´quivalente a` : maxR Tr(yφ
TRT ) .
Tr(yφTRT ) = Tr(McR
T ) en posant Mc = yφ
T , (7.21)
= Tr(UΣ1V
TRT ) par SVD de Mc , (7.22)
= Tr(Σ1V
TRTU) (7.23)
or Q = V TRTU ∈ RV×V est une matrice orthogonale, nous avons donc ∀v ∈ NV , |qvv| ≤ 1 et
= Tr(Σ1Q) =
V∑
v=1
σv qvv ≤
V∑
v=1
σv. (7.24)
L’e´galite´ est ve´rifie´e pour Q = Id, soit R = UV T .
Nous ne de´taillons pas ici la de´monstration de [Ume91] et [Kan94] qui introduisent la matrice Σ2 =
diag(1, 1, det(UV T )) et qui de´finissent R = UΣ2V
T , assurant ainsi que R est une rotation (det R = 1)
et non une re´flexion (det R = −1).
Estimation de x
En utilisant l’Eq. (7.20), nous de´rivons le crite`re par rapport a` x :
∂
(
‖ y − x R φ ‖2F
)
∂x
=
∂
(
‖y‖2F − 2xTr(yφTRT ) + x2
)
∂x
= −2Tr(yφTRT ) + 2x . (7.25)
En annulant la de´rive´e pour obtenir l’optimum, nous avons :
x = Tr(yφTRT ) = Tr(RφyT ) (7.26)
= Tr(UΣ2V
T (UΣ1V
T )T ) = Tr(Σ2Σ1) ≥ 0 . (7.27)
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Repre´sentations parcimonieuses pour les signaux multivarie´s
Re´sume´
Dans cette the`se, nous e´tudions les me´thodes de de´composition de signaux et d’apprentissage de dictionnaire
qui fournissent des repre´sentations parcimonieuses. Ces me´thodes permettent d’analyser des bases de donne´es tre`s
redondantes a` l’aide de dictionnaires d’atomes appris, avec des performances supe´rieures a` celles des dictionnaires
analytiques classiques. Nous conside´rons plus particulie`rement des signaux multivarie´s re´sultant de l’acquisition
simultane´e de plusieurs grandeurs, comme les signaux EEG ou les signaux de mouvements 2D et 3D. Nous e´tendons
les me´thodes de repre´sentations parcimonieuses au mode`le multivarie´, pour prendre en compte les interactions entre
les diffe´rentes composantes acquises simultane´ment. Ce mode`le est plus flexible que l’habituel mode`le multicanal
qui impose une hypothe`se de rang 1. Nous e´tudions des mode`les de repre´sentations invariantes : invariance par
translation temporelle, invariance par rotation, etc. En ajoutant des degre´s de liberte´ supple´mentaires, chaque
noyau est potentiellement de´multiplie´ en une famille d’atomes, translate´s a` tous les e´chantillons, tourne´s dans toutes
les orientations, etc. pour engendrer un dictionnaire d’atomes tre`s redondant. Les me´thodes de de´composition et
d’apprentissage de dictionnaire sont adapte´es a` ces mode`les. Dans le cas de l’invariance par rotation 2D et 3D, nous
constatons l’efficacite´ de l’approche non-oriente´e sur celle oriente´e, meˆme dans le cas ou` les donne´es ne sont pas
tourne´es. En effet, le mode`le non-oriente´ permet de de´tecter les invariants des donne´es et assure la robustesse a` la
rotation quand les donne´es tournent. Nous constatons aussi la reproductibilite´ des de´compositions parcimonieuses
sur un dictionnaire appris. Dans le cas de l’invariance par translation, des vecteurs de caracte´ristiques sont extraits
des de´compositions graˆce a` des fonctions de groupement consistantes par translation. La classification re´sultante
est robuste a` la translation des signaux.
Mots cle´s : parcimonie, approximation parcimonieuse, apprentissage de dictionnaire, signaux multivarie´s, inva-
riances.
Sparse representations for multivariate signals
Abstract
In this thesis, we study signals decomposition and dictionary learning methods which provide sparse represen-
tations. These methods allow to analyze very redundant data-bases thanks to learned atoms dictionaries, which
are more efficient in representation quality than classical analytic dictionaries. We more particularly consider mul-
tivariate signals coming from the simultaneous acquisition of several quantities, as EEG signals or 2D and 3D
motion signals. We extend sparse representation methods to the multivariate model, in order to take into ac-
count interactions between the different components acquired simultaneously. This model is more flexible than the
common multichannel one which imposes a hypothesis of rank 1. We study models of invariant representations :
invariance to temporal shift, invariance to rotation, etc. Adding supplementary degrees of freedom, each kernel is
potentially replicated in an atoms family, translated at all samples, rotated at all orientations, etc. to generate a
very redundant atoms dictionary. Decomposition and dictionary learning methods are adapted to these models. In
the 2D and 3D rotation invariant case, we observe the efficiency of the non-oriented approach over the oriented one,
even when data are not revolved. Indeed, the non-oriented model allows to detect data invariants and assures the
robustness to rotation when data are revolved. We also observe the reproducibility of the sparse decompositions
on a learned dictionary. In the shift-invariance case, features are extracted from decompositions thanks to shift
consistent pooling functions. The resulting classification is robust to signals translation.
Key words : sparsity, sparse approximation, dictionary learning, multivariate signals, invariances.
